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Kapitel 1: Definitionen und molekulare Grundlagen

1.1. Begriff der Materie

Das Wort Thermodynamik stammt aus dem griechischen ,thermotis“ = Warme
und ,, dynamis“ = Kraft. Die Thermodynamik als Wissenschaft hat ihren
Ursprung im Bestreben, das Wesen der Warme zu verstehen sowie die Prozesse
und Maschinen, die Warme in mechanische Arbeit umwandeln kénnen zu
beschreiben und zu optimieren. Von besonderer Bedeutung ist die Frage nach der
Menge der mechanischen Arbeit, die aus einer bestimmten Warmemenge
gewonnen werden kann. Die Bedeutung der Thermodynamik ist also im
Zusammenhang mit der Warme-Kraft-Maschine zu sehen. Sie hat immensen
Einfluss auf unser heutiges Leben.

Die Thermodynamik baut auf einem Materiebegriff auf. Im Temperaturbereich,
in dem sich die Prozesse bewegen, die von der technischen Thermodynamik
behandelt werden, liegt die Materie in Form von Atomen vor, die in der Regel
ausserdem chemische Bindungen eingehen und somit Molekiile bilden.
Ausnahmen bilden die Edelgase, die nur sehr schwer chemische Verbindungen
bilden und daher als einatomige Gase vorkommen. Bezieht man einatomige
Molekiile in den Molekilbegriff ein, so sind es stets Molekiile, die die Phdnomene
und makroskopischen Effekte hervorbringen, die in der technischen Thermo-
dynamik behandelt werden. Sie werden als unveranderlich angenommen, d.h.
chemische Reaktionen werden ausgeklammert. Die Einbeziehung chemischer
Reaktionen fithrt zur chemischen Thermodynamik, einem separaten Fach.

Der Begriff des Atoms (atopo = unteilbar) wurde urspriinglich von Demokritus
vorgeschlagen. Er stellte sich vor,
dass Materie aus kleinsten Teilchen
aufgebaut ist, die nicht mehr weiter
zerlegt werden konnen und die
charakteristischen Eigenschaften
der betreffenden Materieform
tragen. Heute wissen wir, dass der
Atombegriff nach Demokritus dem
modernen Begriff des Molekiils
entspricht, welches seinerseits aus
Atomen (= Bausteine der Elemente)
aufgebaut ist. Die moderne Physik
hat schliesslich gezeigt, dass auch
Atome weiter in Elementarteilchen (Protonen, Neutronen, Elektronen etc.)
zusammengesetzt ist.

Abb. 1.1: Wasser in 10%facher Vergrosserung

Fir die Thermodynamik kénnen wir im Sinne von Demokritus die Materie als
Ansammlung von Teilchen betrachten. Diese Teilchen kénnen Atome sein
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(einatomige Edelgase, wie z.B. He) oder mehratomige Molekiile (z.B. Wasser =

H:0).

Zur Illustration der molekularen Natur der Materie stellen wir eine mit Wasser
gefiillte Glaskugel mit einem Durchmesser von 12 cm vor. Bei der Betrachtung
sehen wir darin nur eine homogene durchsichtige Flussigkeit, eben Wasser.
Vergrossern wir diese Kugel um einen Faktor 108 auf den Durchmesser der Erde
(12'000 km), so sehen wir darin die in Fig. 1.1 gezeigt Struktur mit Teilchen von
1 — 2 cm Ausdehnung. Die grossen Kugeln stellen dabei Sauerstoff-Atome dar,
bei den kleineren handelt es sich um Wasserstoff. Zwischen ihnen besteht eine
feste chemische Bindung. Jede dieser Atomgruppen stellt ein Wassermolekiil dar.
Die Ausdehnung eines solchen Teilchens ist von der Grossenordnung von 1
Angstrom (10-19 m resp. 0.1 nm).

Materie kann in unterschiedlichen Aggregatzustdnden auftreten. Im Rahmen der
technischen Thermodynamik sind dabei hauptsachlich die Zustidnde gasformig,
fliissig und fest von Bedeutung. Fliissigkeiten und Gase haben die Fahigkeit zu
flieBen und widerstehen Deformation nicht, obgleich sie Viskositéit haben. Sie
konnen ithre Form verdndern. Formverdnderungen werden bereits von beliebig
kleinen Kraftwirkungen hervorgerufen und kénnen nach Wegfall der
Kraftwirkung weiter bestehen. Anders als Fliussigkeiten besetzen Gase jedoch
kein festgelegtes Volumen, daher dehnen sie sich aus und sind bestrebt, ein zur
Verfiigung stehendes Volumen vollstéandig und gleichmaéssig auszufiillen. Eine
Fliissigkeit ist nicht in der Lage, ein beliebiges Volumen vollstandig und
gleichméssig auszufiillen. Sie ist, wie wir sehen werden, ein Spezialfall eines
Gases. Die Krifte fiir die Verdnderung der Form bleiben vergleichbar mit denen,
die bei Gasen aufgewendet werden miissen, die Verdnderung des Volumens
hingegen erfordert sehr viel hohere Krifte. Bei einem Festkérper fiihrt eine
Kraftwirkung zwar auch zu einer Veranderung von Form und Volumen, diese ist
jedoch zunichst elastisch, d.h. der Kérper nimmt nach Wegfall der Kraftwirkung
seine anfingliche Form und Grosse wieder an, d.h. er widersteht der
Deformation. Erst ab einer bestimmten Starke der Kraftweinwirkung, die im
Verhéltnis zu Gasen und Fliissigkeiten gross ist, kommt es zu einer plastischen,
d.h. bleibenden Verformung.

Bei Erwarmung oder Abkiihlung findet ein Ubergang zwischen diesen
Aggregatzustianden statt. Die beschriebenen Eigenschaften von Koérpern
unterschiedlichen Aggregatzustandes haben ihre Ursachen in der molekularen
Struktur und den Wechselwirkungen der Molekiile untereinander.

1.2. Molekulmasse

Eine der grundlegendsten Eigenschaften der Molekiile ist ihre Masse. Sie ist die
Summe der Massen der Atome, aus denen das Molekiil zusammengesetzt ist (es
ist klar, dass bei der Bildung von Molekiilen, ahnlich wie bei der Bildung von
Atomkernen, Energie freigesetzt wird, was tiber die Beziehung E = m-c? zu einem
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Massendefekt fiihrt, so dass strenggenommen die Molekiile weniger Masse
aufweisen, als die Atome aus denen sie bestehen zusammengenommen. Bei der
chemischen Bindung ist dieser Massendeffekt jedoch extrem klein und somit
vernachlassigbar). Die Atommassen sind bekannt und lassen sich z.B. aus dem
Periodensystem der Elemente entnehmen. Meist werden relative Massenzahlen
angegeben. Bezugspunkt ist die Masse des Kohlenstoffatoms, dessen Massenzahl
auf 12 festgelegt wurde. Die Masse des Kohlenstoffatoms betragt 1,992646-10-26
kg, so dass eine relative Atommasseneinheit 1,6605388-10-27 kg entspricht. Die
relative Molekiilmasse ist die Summe der Massenzahlen der beteiligten Atome
und wird auch molare Masse oder Molmasse genannt. Ein Mol einer bestimmten
Substanz ist als diejenige Menge definiert, deren Masse in Gramm einen
Zahlenwert aufweist, der gleich der relativen Molekiilmasse ist. Ein Mol (mol)
Kohlenstoff sind demnach 12 g dieses Elements, ein Mol Kohlendioxid ca. 44 g,
ein Mol Wasser ca. 18 g usw. Analog ist das Kilomol (kmol) auf der Basis der
Masse in Kilogramm definiert.

Ausgehend von der Definition der molaren Masse wird sofort klar, dass ein Mol
bzw. ein Kilomol einer bestimmten Substanz stets die gleiche Anzahl von
Molekiilen enthalt, unabhingig davon, welche Substanz wir vor uns haben. Die
Anzahl ist gleich dem Kehrwert der Masse, die der relativen Atommasseneinheit
entspricht, und wird Avogadro-Konstante oder Avogadro-Zahl genannt:

Na =6,02214179-1026 1/kmol = 6,02214179-1023 1/mol (1.1)

Um zu ermitteln, wie viele Molekiile in einer vorgegebenen Menge einer
bestimmten Substanz enthalten sind, benétigt man die Molmasse M. Fiir eine
Masse m erhélt man die Anzahl der Molekiile zu:

m
N=—-N 1.2
v VA (1.2)

An dieser Stelle kann die erste elementare Zustandsgrosse eingefithrt werden:
die Dichte. Die Anzahl der in einem bestimmten Volumen vorhandenen
Molekiile, bezogen auf das Volumen selbst, wird als Molekiildichte bezeichnet:

m 1
ALY N 1.3
M AV (1.3)

Sie hat die Masseinheit 1/m?. Die Dichte selbst ist die auf das Volumen bezogene
Masse definiert und hat die Masseinheit kg/m?. Die reziproke Grosse heisst
spezifisches Volumen und hat die Masseinheit m®kg:

p:m bzw. V:X (14)
Vv m
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In GI. (1.3) kann die Masse m und das Volumen V demzufolge durch die Dichte
ersetzt werden, wodurch der Zusammenhang zwischen Molekiildichte und
"Massen"-Dichte erhalten wird:

n= N, (1.5)

P,
M
Spater wird nochmals auf die Dichte als Zustandsgrosse eingegangen werden.

1.3. Wechselwirkungen zwischen Molekiilen und
Molekularbewegung

Molekiile befinden sich, unabhéingig vom Aggregatzustand der betrachteten
Materie, in stdndiger Bewegung. Diese Bewegung ist fundamental und
unabhéngig von der Bewegung des betrachteten Korpers insgesamt. Jedes
einzelne Molekiil hat zu jedem Zeitpunkt eine Geschwindigkeit W, mit den

Komponenten wy i, wyi und w; in jeder der drei Koordinatenrichtungen. Die
Bewegung ist ungeordnet und von stochastischer Natur, da standig
Wechselwirkungen mit anderen Molekiilen stattfinden, bei denen sich Richtung
und Betrag der Geschwindigkeit &ndern. Der mittlere Geschwindigkeitsvektor
eines grossen Ensembles von Molekiilen, d.h. einer makroskopischen
Ansammlung von Materie ist in sehr guter Naherung Null, wenn die
Geschwindigkeiten W, auf ein Koordinatensystem bezogen sind, in dem der

betrachtete Korper sich in seiner Gesamtheit in Ruhe befindet:

N

W, =0 (1.6)
i=1
Die Naherung ist umso genauer, je grosser die Anzahl N der beteiligten Molekiile
ist. Wenn N klein ist, z.B. im Fall mikroskopisch kleiner Partikel oder Tropfchen,
kann die Abweichung von N so gross werden, dass eine stochastische Bewegung
des Teilchens insgesamt beobachtet werden kann. Dies ist die bekannte
Brown'sche Molekularbewegung, die spater noch ndher betrachtet wird.

Durch die von Null verschiedene Geschwindigkeit verfiigt jedes einzelne Molekiil
uber kinetische Energie. Parallel zu dieser Translationsbewegung kénnen
mehratomige Molekiile auch eine Rotationsbewegung ausfithren. Bei der
Translation verschiebt sich das Molekiil als Ganzes im Raum, sein die
Koordinaten seines Schwerpunkts dndern sich. Bei der Rotationsbewegung
kreisen sich die Positionen der Atome um den Schwerpunkt des Molekiils, ohne
dabei zur Translationsbewegung beizutragen. Hinzu kommt ferner, dass die
Atome im Molekil um ihre Gleichgewichtsposition schwingen kénnen. Sowohl
die Rotationsbewegung als auch molekulare Schwingungen verkoérpern ebenfalls
kinetische Energie, die zu der in der Translationsbewegung vorhandenen
hinzukommt.

LTNT — Laboratorium fiir 4
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

tidgendssische Technische Hochschule Ziirich
swiss Federal Institute of Technology Zurich Kap|te| 1

Die gesamte, der stochastischen Bewegung der Molekiile enthaltene kinetische
Energie nennen wir thermische Energie. Ohne im Moment néher auf den
Begriff der Temperatur einzugehen, wird festgestellt, dass die stochastische
Bewegung mit wachsender Temperatur stidrker und mit abnehmender
Temperatur schwicher wird.

Abstos- Die Wechselwirkungen
Lsung Anziehung zwischen den Molekiilen
bt » sind elektrodynamischer

L e Kraftwirkung Natur. Wenn sich zwei

Molekiile nahe genug
Potentielle Energie beieinander befinden, treten

aufgrund der inhomogenen
Molekiil-Abstand Verteilung der elektrischen
i » Ladungen im Molekiil bzw.
1m Atom (Elektronenhiille
negativ - Kern positiv)
elektrostatische Kraftwir-
kungen auf, die mit Ver-
ringerung des Abstands

Abb. 1.2: Kraftwirkung zwischen sich annidhernden Molekii-  starker werden (Abb. 1.2).
len und daraus resultierende potentielle Energie Dabei kommt es zuerst zu

einer Anziehung der
Molekiile, mit weiterer Verringerung des Abstands dann zu einer Abstossung.

Das elektrostatische Feld, welches die Kraftwirkung zwischen den Molekiilen
verursacht, ist ein Potentialfeld. Bei Anndherung zweier Molekiile wird durch die
Anziehung potentielle Energie in kinetische Energie umgewandelt, Das Potential
verringert sich. Bel weiterer Annidherung dndert sich das Vorzeichen der Kraft
und das Potential steigt an. Die Kraft ist gleich der Ableitung des Potentials
nach dem Abstand zwischen den Molekiilen:

dE “
F=—dr bzw. AE =IF-dr (1.7)

Somit korrespondiert das Minimum des Potentials mit dem Abstand, auf dem die
Kraftwirkung null wird, d.h. mit dem Punkt, wo sich die anziehende und die
abstossende Wirkung gegenseitig aufheben.

Je nach dem mittleren Abstand und der mittleren kinetischen Energie der
Molekiile konnen diese Wechselwirkungen verschieden stark ausgepragt sein
und so unterschiedliche makroskopische Eigenschaften des betrachteten Korpers
hervorbringen. Die eingangs beschriebenen Aggregatzustinde der Materie lassen
sich qualitativ mit den Kraftwirkungen zwischen den Molekiilen erklaren.
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1.4. Molekulare Erklarung der Aggregatzustande

Gase

In Gasen ist der mittlere Abstand zwischen den Molekiilen gross im Vergleich zu
den Abmessungen des einzelnen Molekiils. Die Kraftwechselwirkungen sind
daher im Allgemeinen klein. Sie wachsen nur dann an, wenn sich zwei Molekiile
im Verlauf ihrer stochastischen Bewegung nahe kommen. Durch die Kraft-
wirkung kommt es dann zu einer gegenseitigen Ablenkung der Flugbahnen,
wobel sich die Geschwindigkeiten und die Bewegungsrichtung dndern. Diese
Wechselwirkungen sind auf verhialtnismassig kurze Zeitraume beschrankt, tiber
wesentlich langere Zeitintervalle bewegen sich die Molekiile nahezu geradlinig
und mit konstanter Geschwindigkeit. Es liegt daher nahe, sich die kurzen
Intervalle, wahrend der die Molekiile in Wechselwirkung treten, als Kollisionen
massebehafteter, elastischer Partikel vorzustellen. Die vereinfachte Vorstellung,
bei der die Molekiile sich unabhéingig voneinander ohne gegenseitige
Kraftwirkungen bewegen und nur durch elastische Stésse Impuls und Energie
austauschen, fihrt zum Modell des Idealen Gases. In der Tat verhalten sich alle
Gase bei geringer Dichte in sehr guter Ndherung wie ideale Gase.

Einatomige Gase, also alle Edelgase, bilden einen Spezialfall des idealen Gases.
In ihrem Fall liegt die thermische Energie ausschliesslich in Form der
kinetischen Energie der Translationsbewegung vor. Rotation und molekulare
Schwingungen kénnen bei einatomigen Gasen keine Rolle spielen. Ein ideales
Gas dieser Art wird Perfektes Gas genannt.

In der Realitat gehen die Kraftwirkungen zwischen den Molekiilen bei
Vergrosserung der Distanzen nie ganz gegen Null. Wenn die Dichte eines Gases
erhoht wird, dann beginnen die Kraftwirkungen die makroskopischen
Eigenschaften des Gases zu beeinflussen. Man spricht dann von einem Realen
Gas. Alle Gase sind grundsétzlich Reale Gase, die Vorstellungen vom Idealen
bzw. Perfekten Gas stellen Naherungen dar.

Flissigkeiten

Flussigkeiten sind strenggenommen reale Gase, bei denen die Molekiile so dicht
benachbart sind, dass der Abstand zwischen ithnen der rdumlichen Ausdehnung
der einzelnen Molekiile sehr nahe kommt. Der Abstand liegt in der Nahe des
Minimums des Kraftpotentials (Abb. 1.2), das die elektrodynamischen
Wechselwirkungen zwischen benachbarten Molekiilen beschreibt, bzw. nahe dem
Punkt wo sich anziehende und abstossende Krifte etwa kompensieren. Dennoch
sind die Molekiile beweglich, sie konnen die Position zueinander verdndern. Die
Flussigkeit bleibt leicht deformierbar, wie schon in Abschnitt 1 beschrieben.
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Festkorper

Wihrend in flissiger Materie die Molekiile zwar zusammenhaften, aber unter-
einander frei beweglich sind, nehmen sie in einem Festkorper feste Relativ-
positionen zueinander ein. Dabei entstehen regelmassige Strukturen, sogenannte
Kristallgitter. Die Molekiile sind an ihre Gitterpldatze gebunden und nicht mehr
frei beweglich. Die intermolekularen Kraftwirkungen sind bestrebt, Molekiile auf
ihren angestammten Gitterplatz zuriickzubeférdern, sobald sie sich von diesem
entfernen. Durch die Wechselwirkung der intermolekularen Kréfte und der
Tragheit der Molekiile kommen schwingfahige System zustande. Jedes Molekiil
fihrt Schwingungen um seine Ruhelage aus, die die thermische Molekular-
bewegung und somit die thermische Energie des Festkorpers darstellt.

Amorphe, also nichtkristalline Festkorper stellen einen Sonderfall dar. Hierbei
handelt es sich um Fliissigkeiten, deren Zahigkeit so hoch ist, dass sie sich einer
Deformation so stark entgegensetzen, dass sie sich praktisch wie Festkorper
verhalten.

1.5. Phaseniibergange

Die Verdanderung des Aggregatzustandes wird als Phaseniibergang bezeichnet.
Es sind Ubergénge vom gasférmigen in den fliissigen Aggregatzustand und
zurick, vom flissigen in den festen und direkt vom gasférmigen in den festen
Aggregatzustand moglich. Die einzelnen Phasentiibergdnge haben unterschied-
liche Namen, die in der folgenden Tabelle zusammengestellt sind:

Tab. 1.1 Bezeichnung der einzelnen Phaseniiberginge

von | nach fest flussig gasformig
fest - Schmelzen Sublimation
flissig Erstarrung - Verdampfung
gasformig Resublimation Kondensation -

Bei der Abkiihlung eines Gases kann es zum Ubergang vom gasférmigen in den
flussigen Aggregatzustand kommen. Dabei verringert sich der Abstand der
Molekiile, wobeil geméss Abb. 1.2 potentielle Energie in kinetische umgewandelt
wird, die als thermische Energie in Erscheinung tritt und durch Kiihlen
abgefiihrt werden muss, damit der Kondensationsvorgang fortschreiten kann. In
analoger Weise wird auch bei der Umwandlung gasférmig - fest thermische
Energie freigesetzt. Beim Ubergang fliissig - fest wird ebenfalls thermische
Energie frei, da die Molekiile im Kristallgitter einen energetisch giinstigeren
Zustand im Kristallgitter einnehmen, als in der Flissigkeit. Bei den jeweils
umgekehrten Prozessen muss jeweils dieselbe thermische Energiemenge
aufgebracht werden, um den Festkorper zu schmelzen oder zu sublimieren, bzw.,
die Flissigkeit zu verdampfen. Die bei Phasenumwandlungen aufzuwendende
thermische Energie wird latente Schmelz-, Verdampfungs- bzw. Sublimations-
wéarme bezeichnet.
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1.6. Aggregatzustinde und Phaseniibergange am Beispiel
Wasser

Abb. 1.3 Struktur von Wasserdampf

Betrachten wir als Beispiel Wasser-
dampf bei einer geringen Dichte (Abb.
1.3). Molekiile bestehend aus je einem
Sauerstoff- und zwei Wasserstoffatomen
(H20) bewegen sich stochastisch, wobei
ithr mittlerer Abstand grosser ist als die
Reichweite der molekularen Kraft-
wirkungen. Es kommt zu elastischen
Stossen, bei denen die Molekiile
Bewegungsrichtung und Geschwindig-
keit &ndern. In diesem Zustand kann
der Wasserdampf annéhernd als ideales
Gas angesehen werden. Wird die Dichte

erhoht und dem Gas thermische Energie entzogen, dann kommen sich die
Molekiile ndher und es kommt zur Zusammenballung durch die Wirkung der

Abb. 1.4 Flussiges Wasser

molekularen Anziehungskrafte. Es
kommt zur Kondensation und es bildet
sich flissiges Wasser (Abb. 1.4).
Reduzieren wir nun die Temperatur in
unserem Wassertropfen, so wird die
Bewegung der Molekiile langsamer,
deren mittlere kinetische Energie nimmt
ab. Unterhalb einer bestimmten
Temperatur konnen die Molekiile in
einer ganz bestimmten Struktur
aneinander haften bleiben. Sie konnen
sich dann nicht mehr frei bewegen,
sondern ordnen sich dabeil in einem ganz
bestimmten Muster an, welches man

Kristall nennt. Den kristallinen Zustand von Wasser nennt man Eis. Die noch

Abb. 1.5 Molekulare Struktur von Eis -
Wasser als Feststoff

vorhandene kinetische Energie bewirkt,
dass die Molekiile um ihre festen
Gitterplatze herum Schwingungen
ausfihren. das entsprechende Muster
von Eis ist in Abb. 1.5 dargestellt. Alle
diese kristallinen Zustidnde besitzen
spezielle Symmetrieeigenschaften. Eis
gehort zur Gruppe der hexagonalen
Symmetrie.

Die Kristallstruktur wird durch die
Anordnung der Elektronen im Molekiil

bestimmt. Im Wassermolekiil bilden deshalb die Bindungen zwischen den beiden
Wasserstoffatomen und dem Sauerstoffatom einen Winkel von 109°. Bei Eis

LTNT — Laboratorium fiir
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

tidgendssische Technische Hochschule Ziirich
swiss Federal Institute of Technology Zurich Kap|te| 1

entsteht dadurch eine relativ lockere Struktur, die weit entfernt ist von der
dichtest moglichen Packung. Das erklart, warum die Dichte von Eis geringer
ist als diejenige von fliissigem Wasser. Die meisten Substanzen haben anders
als Wasser in kristalliner Form ihre dichteste Packung und dehnen sich beim
schmelzen aus.

Es gibt eine Reihe von formstabilen Stoffen, die keine kristalline Struktur
aufweisen. Sie werden als amorph bezeichnet. Glas ist das prominenteste
Beispiel fiir einen amorphen Stoff. Beim Abkiihlen einer Glasschmelze kommt es
zu einer kontinuierlichen Vergrosserung der Zahigkeit, ohne dass eine
Phasenumwandlung stattfindet. Letztlich fiihrt die extrem grosse Viskositét zur
Formstabilitat des abgekiihlten Glases. Die Molekiile sind dabei unregelméssig
angeordnet, wie in einer Fliissigkeit. Setzt man einen Glaskorper lange Zeit
hohem Druck aus, so fliesst das Gas langsam in eine neue Form.

Die Tatsache, dass amorphe Korper im Grunde extrem viskose Flussigkeiten
darstellen, hat zu einer zweiten, moderneren Unterteilung der Aggregatzustiande
gefiihrt. Man unterteilt hierbei in gasformig, amorph und kristallin anstelle
von gasformig, flissig und fest.

1.7. Der Begriff des thermodynamischen Systems

Wir definieren als thermodynamisches System ein Teilgebiet des Raums mit
der zu einem bestimmten Zeitpunkt darin enthaltenen Materie in Form
von Molekiilen, fiir den eine thermodynamische Untersuchung durchgefiihrt
wird.

Alles was ausserhalb des Systems liegt, nennt man Umgebung.

Ein System ist von seiner Umgebung durch eine gedachte oder eine materielle
Begrenzung, die sogenannte Systemgrenze, getrennt.

Die Systemgrenze muss nicht zeitlich konstant bleiben. Systeme kénnen ihre
Grosse und Form verdndern, dies ist sogar sehr oft Gegenstand der
Betrachtungen.
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Abb. 1.6 Beispiele von Systemen:

1) 2)
r-r———>"~—"™>""™>"™>""™>""™>""™"™>"™"™"™"™""™"7— |
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I 1
: \ y, : Gas | —1 System
N e e
: N -/ ‘f_ _______ ] : Umgebung Systemgrenze
D |
3) 4)
Umgebung Umgebung

| Systemgrenze System

&~

System g

E Systemgrenze
Abgase :/

6)

Systemgrenze

Alle Wechselwirkungen zwischen System und Umgebung finden tiber die
Systemgrenze statt, welche eine reale oder gedachte geschlossene Flache
darstellt. Es ist deshalb wichtig, dass vor jeder thermodynamischen Analyse
diese Systemgrenze definiert wird. Alle Untersuchungen beziehen sich dann auf
diese Grenze.
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Arten von Systemen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Arten von Systemen zu definieren und zu
unterscheiden, namlich beziiglich:

e Masse stromt iiber die die Systemgrenze

e Thermische Energie stromt tiber die Systemgrenze

e physikalisch-chemische Eigenschaften

Vom Standpunkt des Massenstromes aus konnen zwel Systemarten definiert
werden:

a) geschlossene Systeme, d.h., es fliesst kein Massenstrom tiber die
Systemgrenze, in diesem Fall bleibt die Masse des Systems bzw. die Anzahl der
im System enthaltenen Molekiile konstant.

b) offene Systeme: Es fliessen Massenstrome tUber die Systemgrenze.

Vom Standpunkt der Thermischen Energie konnen ebenfalls zwel Systemarten
definiert werden:

a) isolierte Systeme: Es fliesst keine Thermische Energie iiber die
Systemgrenze, ein solches System nennt man adiabat.

b) nicht isolierte Systeme: Es fliesst thermische Energie tiber die
Systemgrenze. Solche Systeme nennt man diatherm oder auch nicht adiabat.
Hier kann der Begriff der Wédrme eingefithrt werden. Warme oder der
Wdrmestrom im physikalischen Sinne ist iiber eine Systemgrenze hinweg
transportierte thermische Energie.

Ferner kénnen Systeme auch in Bezug auf ihre physikalischen Eigenschaften
(Warmeleitfahigkeit, mechanische Festigkeit etc.) oder chemische Zusammen-
setzung charakterisiert werden:

a) Systeme, bei denen die physikalischen Eigenschaften und die chemische
Zusammensetzung tiberall (d.h. in jedem Teilvolumen des Systems) gleich sind,
nennt man homogene Systeme. (Beispiel: Gas, das in einem Kolben
eingeschlossen ist).

b) Wenn die unter a) genannten Bedingungen nicht erfiillt sind, handelt es sich
um ein heterogenes System (Beispiel: Gesteinsbrocken wie Granit, der aus
verschiedenen kristallisierten Mineralien zusammengesetzt ist).

Grundséatzlich ist jedes System heterogen. Der Begriff des homogenen Systems
stellt eine Idealisierung dar, da die Molekiile im System sich in standiger
Bewegung befinden und deshalb nie an unterschiedlichen Orten im System
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genau die gleiche Dichte herrschen kann. Die durch die Molekularbewegung
hervorgerufenen Dichteschwankungen werden thermische Dichtefluktuatio-
nen genannt. Man bezeichnet ein System als homogen, wenn die Grosse der
Dichteunterschiede diesen thermischen Fluktuationen entspricht.

Das folgende Beispiel (siehe Abb. 1.7) soll zeigen, wie diese Begriffe anzuwenden
und zu kombinieren sind:

F l Kolben

]
! Gasgemisch :

Isolation / a)

Abb. 1.7 Beispiele fiir die System-Charakterisierung

a) Isolierter Kolben mit Gas gefiillt: geschlossenes (obwohl sich die
Systemgrenze verschieben lasst) adiabates und homogenes System.

b) Von Gas durchstromter Warmetauscher: offenes, diathermes und homogenes
System.

c¢) Kolben, gefiillt mit einem Wasser-Dampf-Gemisch: geschlossenes, diathermes
und heterogenes (wegen der zwel Phasen mit unterschiedlichen
physikalischen Eigenschaften) System.

1.8. Der thermodynamische Zustand und die Zustandsgrossen

Ein System besitzt eine Reihe von makroskopischen Eigenschaften wie Druck,
Temperatur, Masse, Volumen, Energie, anhand derer das Verhalten eines
Systems beschrieben werden kann.

Das Wort thermodynamischer Zustand bezieht sich auf den Zustand eines
Systems, welcher durch seine thermodynamischen Eigenschaften
(Zustandsgrossen) vollstandig definiert ist.

Insbesondere ist ein thermodynamischer Zustand nicht vom Prozess abhéingig,
wie er erreicht wurde, d.h. der zwischen zwei Zustdnden 1 und 2 zurickgelegte
Weg hat keinen Einfluss.
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Die thermodynamischen Eigenschaften, die den thermodynamischen Zustand
definieren, nennt man Zustandsgroéssen. Sie sind makroskopisch und
quantifizierbar (d.h. messbar) und ebenfalls Prozess unabhingig. (Beispiel: die
von einem Flugzeug in einem inhomogenen Stromungsfeld zu leistende Arbeit
gegen den Luftwiderstand ist abhéngig von der gewahlten Route und damit
keine Zustandsgrosse).

Beispiele von Zustandsgrossen:

e Druck ) [N/mZ2]
e Temperatur T K]

e Volumen A% [m3]

e Masse m [kg]

e Stoffmenge n [kmol]

Wir unterscheiden zwischen sogenannten intensiven und extensiven
Zustandsgroéssen:

Intensive Zustandsgroéssen andern ihre Werte bei einer gedachten Teilung
eines homogenen Systems nicht. Beispiele dazu sind z.B. Druck und Temperatur.

Extensive Zustandsgrossen sind im Wesentlichen an die Stoffmenge gebunden
und setzen sich damit additiv aus den entsprechenden Zustandgrossen der
einzelnen Teile des Systems zusammen.

Unter spezifischen Zustandsgroéssen verstehen wir extensive
Zustandsgrossen, welche auf die Masseneinheiten bezogen sind, sie haben damit
intensiven Charakter.

X
Allgemeine Definition: X=— (Beispiel: wenn X=V, dann x = v [m3kg])
m

Die spezifischen Grossen werden hier mit Kleinbuchstaben bezeichnet.

Die Zustandsgrossen konnen sich auch auf die Stoffmenge beziehen, man spricht
dann von molaren Zustandsgréssen. Die Bezugsgrosse ist dann ein Kilomol.

Die molare Masse ist fiir jede Substanz eine charakteristische Grosse. Sie bezieht
sich immer auf die gleiche Anzahl Molekiile, welche durch die Avogadrosche Zahl
bestimmt wird (N = 6,022-1026 Teilchen/kmol)

Beispiele fur Molmassen:

M, = 32 kg/kmol M, = 28 kg/kmol
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1.9. Definitionen: Dichte, spezifisches Volumen, Druck,
Temperatur

a) Dichte

Vom mikroskopischen Standpunkt aus haben wir die Dichte als die Anzahl
Teilchen pro Volumeneinheit kennengelernt. Vom makroskopischen Standpunkt
aus, der fiir unsere Betrachtungen massgebend sein soll, kann die lokale Dichte
in einem System, in dem die Dichte makroskopisch variiert, wie folgt definiert

werden:
ITERAL kg
p"v'm[vj [m}

wobel V* das kleinste Volumen darstellt, das fir eine makroskopische
Betrachtung Sinn macht. Wenn das Volumen V* zu klein wird, dringen wir in die
Struktur der Atome ein, wo wir Atomkerne mit einem Durchmesser von 10-1> m
und einer Dichte von 6-1017 kg/m3 finden und dazwischen sehr viel leeren Raum.

Betrachten wir ein Gas, das bei Atmosphéarendruck 2.5:1025 Teilchen/m3 enthalt
und legen wir (willkirlich) fest, dass unser Volumen V* fiir eine makroskopische
Kontinuumsbetrachtung 10¢ Teilchen enthalten soll, finden wir ein minimales

Volumen von 4-10-20 m3, was einen Wiirfel mit 0.35 pm Kantenlédnge entspricht

Die Dichte ist eine intensive Zustandsgrosse, welche im allgemeinen Fall vom
Ort abhingig ist. Fir die Gesamtmasse des Systems gilt:

m= Ip -dVv
Vv
b) spezifisches Volumen

Das spezifische Volumen ist der reziproke Wert der Dichte und damit auch eine
intensive Zustandsgrosse:

m’

kg

Ahnlich kann auch das molare Volumen (Molvolumen) definiert werden:

_ 3
V:sz-l\/l { m }
o) kmol

1
VvV =—
p
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c¢) Druck

Der Druck ist die Kraft, die ein komprimiertes Gas pro Flacheneinheit auf eine
Gefasswand austiibt. Wie diese Kraft aus der Sicht der Atomhypothese zustande
kommt, ist in Abb. 1.8 angedeutet. Diese zeigt einen Zylinder mit einer
beweglichen Kolbenplatte.

Die Kreise mit den Pfeilen stellen Molekiile mit ihrer momentanen Bewegungs-
richtung dar. Sie stossen sehr oft gegeneinander und gegen die Wande (auch
gegen die Kolbenplatte) und dndern dabei ihre Richtung. Jede Richtungsande-
rung bedeutet auch eine Impulsdnderung, welche nach den Newton’schen
Gesetzen durch einen Kraftstoss bewirkt werden muss. Fiir die zahlreichen
Impulsianderungen, die an der Kolbenplatte stattfinden muss eine Gegenkraft
ausgelibt werden, das ist die Kraft, mit der wir den Kolbenboden nach unten
driicken miissen. Bei einem Druck von 1 bar finden in der Gréssenordnung 1024
Stosse pro s.cm? statt, wobei die mittlere Geschwindigkeit der Molekiile in der
Grossenordnung von 100 m/s liegt.

Nattiirlich ist diese Kraft proportional zur Kolbenfldche. Wenn wir bei einer
konstanten Anzahl Molekiile pro Kubikzentimeter (d.h. die Anzahl Stésse pro
cm? und sec bleibt konstant) die Kolbenflédche erhohen, nimmt die Kraft im
Verhaltnis zur Flache zu.

Verdoppeln wir nun die Anzahl der
Kolben Molekiile im Behilter, (wir verdoppeln
I I also die Dichte) und halten dabei die
mittlere Geschwindigkeit der Molekiile
°< J *—o »Z N konstant (konstante Temperatur).
o R .y Dabei verdoppelt sich auch die Anzahl
0 der Stosse auf den Kolbenboden, dabei
wird die Druckkraft verdoppelt. Wir
konnen deshalb mit guter Naherung
annehmen, dass der Druck
proportional zur Dichte ist.

Abb. 1.8: Zylinder mit Kolben

Vom mikroskopischen Standpunkt aus
betrachtet, ist Druck folglich das Resultat einer riesigen Zahl von Kraftstossen,
welche die Molekiile beim Aufprall auf eine Wand ausiiben. Fur die
makroskopische Definition des Druckes betrachten wir eine kleine ebene Fliche
(A), deren Mitte sich in einem bestimmten Punkt (R) eines ruhenden Fluids
befindet. Das Fluid tibt von der einen Seite eine Normalkraft Fnoma auf diese
Flache aus. Von der anderen Seite wird genau die entgegengesetzte Kraft
ausgelibt. Bei einem ruhenden Fluid gibt es sonst keine anderen Kréfte.
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Der Druck an diesem Punkt (R) ist dann definiert als:

I H I:normal N
p= AI\LrQ’(Tj I:Fil oder [Pa]

wobel A’ die kleinste Flache
darstellt, die fur die
Kontinuumsbetrachtung sinnvoll
1st. Die Einheit Pa heisst

Gas Fluid "Pascal", benannt nach dem

(pr) franzosischen Physiker und

p=? Mathematiker Blaise Pascal
(1623 - 1662), 1 Pa=1 N/m? =

— kg/(m-s?).

—
L]

Aus der mikroskopischen
Betrachtung lernen wir, dass die
Dauer eines Stosses ca. 1010 bis
Fig. 1.9: Manometer 10-11 sec betragt und ein Gas bei

Atmosphéarendruck ca. 3.4:1023,
Stosse pro s.cm? auslibt. Fiir eine Kontinuumsbetrachtung miissen gleichzeitig
immer eine grosse Anzahl Stosse stattfinden, d.h. die Flache A‘ sollte insgesamt
1014 — 1015 Stosse pro Sekunde erhalten. Damit erhalt die kleinste quadratische
Flache A® (bei Atmosphéarendruck) eine Seitenldnge von 0.5 pum.

Bedingt durch die Schwerkraft (z.B. Erdatmosphére), andere dussere Krafte oder
in stromenden Fluids ist der Druck im Allgemeinen vom Ort abhéngig.

Ubliche Druckeinheiten sind: Pa, kPa (= 103 Pa), MPa (= 106 Pa)
bar = 105 Pa
Atmosphéare = 1.01325 bar

Ein bekannter Apparat fiir die Druckmessung ist das Manometer (siehe Abb.
1.9). Es misst die Druckdifferenz gegen den Atmosphéarendruck

P — Patm = prgL

Je nachdem ob p grosser oder kleiner ist als patm, spricht man vom Uberdruck
resp. Unterdruck. (engl.: gauge pressure resp. vacuum pressure)

Ist das Rohr oben abgeschlossen und befindet sich tiber dem Flissigkeitsspiegel
ein absolutes Vakuum, misst der Apparat den absoluten Druck. Wir haben dann
ein sogenanntes Barometer.
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d) Temperatur und thermisches Gleichgewicht

Die Temperatur eines Systems ist eine intensive Zustandsgrosse. Vom
mikroskopischen Standpunkt her haben wir die Temperatur als ein Mass fir die
kinetische Energie der Teilchen kennen gelernt. Vom makroskopischen
Standpunkt her verbinden wird die Temperatur mit den Begriffen fiir ,heiss“ und
Lkalt“ geméss unseren Sinnen. Mit Hilfe unserer Sinne kénnen wir
Temperaturen vergleichen, d.h. wir konnen bestimmen welche Kérper heisser
und welche kélter sind als andere. Fiir eine absolute Angabe von Temperaturen
brauchen wir Thermometer und wir miissen Temperaturskalen definieren.

Thermisches Gleichgewicht: Wenn es auch schwierig ist, den Begriff der
makroskopischen Temperatur basierend auf Grundgréssen zu definieren, konnen
wir unser Verstdndnis erweitern tiber den Begriff der Gleichheit der Temperatur

Zwei Systeme, die ihre Zustidnde nicht d4ndern, wenn sie liber eine diatherme
Wand miteinander in Beriihrung gebracht werden, sind im thermischen
Gleichgewicht.

Sobald sich zwel Systeme im thermischen Gleichgewicht befinden, gibt es
zwischen ihnen keinen Warmeaustausch und sie besitzen die gleiche
Temperatur.

Daraus lasst sich der Nullte Hauptsatz der Thermodynamik herleiten:

Wenn sich zwei Systeme mit einem dritten System im thermischen Gleichge-
wicht befinden, sind auch untereinander im thermischen Gleichgewicht.

1.10. Thermometer und Temperaturskalen

Jeder Korper, der irgendeine Eigenschaft besitzt, die von der Temperatur
abhangig ist (Ausdehnung, elektrischer Widerstand etc.), kann als Thermometer
benutzt werden. Natiirlich ist es vorteilhaft, wenn diese Eigenschaft leicht und
genau messbar ist.

Als Temperaturskala bezeichnet man die Beziehung zwischen den Messwerten
fir die obige temperaturabhingige Eigenschaft und der Temperatur selbst.

Ein bekanntes Beispiel ist die Temperaturmessung uber die Ausdehnung eines
Flissigkeitsvolumens mittels einer Glaskapillare. Die Steighohe der Flussigkeit
in der Kapillare ist ein direktes Mass fiir die Temperatur.

LTNT — Laboratorium fiir 17
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich
Swiss Federal Institute of Technology Zurich Kaplte| 1

a) Gastemperatur-Skala und Kelvin Skala

Fur die Definition einer Temperaturskala benotigt man zwei physikalisch wohl
definierte Punkte, denen man einen Temperaturwert zuordnet. Im Falle der
Kelvinskala ist dies einmal der absolute Nullpunkt. Als zweiten Punkt wahlt
man gemass internationaler Vereinbarung den Tripelpunkt des reinen Wassers,
welcher leicht und exakt reproduziert werden kann.

Der Tripelpunkt (er wird in einem spateren Kapitel im Detail diskutiert) ist der
Gleichgewichtspunkt zwischen Eis, Wasserdampf und fliissigem Wasser. Wir
ordnen ihm den Wert 273.16 Kelvin zu. Mit dieser Definition wird die
Temperaturdifferenz zwischen dem Eispunkt (273.15 K, Temperatur des
schmelzenden Eises bei p =1 atm = 1.01325 bar) und dem Siedepunkt
(Gleichgewicht zwischen Dampf und flissigem Wasser bei p =1 atm = 1.01325
bar) genau 100 K und entspricht damit den Temperaturintervallen der Celsius-
Skala (siehe nachster Abschnitt).

Bestimmung der Temperatur mit dem Gasthermometer: Die Bestimmung des
absoluten Nullpunktes der Temperaturskala ist nicht direkt sondern nur durch
Extrapolation moglich. Wir beniitzen dazu das Gasthermometer geméss Abb.
1.10:

Beim Gasthermometer handelt es sich um ein Manometer, mit dem der
temperaturabhangige Gasdruck gemessen wird. Dabei wird das Volumen des
Gases konstant gehalten, in dem das Niveau im Quecksilberbad mittels des
Kolbens entsprechend eingestellt wird.

p (= pagg-L) ist der Gasdruck im Behélter mit konstantem Volumen, welcher im
thermischen Gleichgewicht mit einem Bad einer vorgegebenen Temperatur ist.
Die Temperaturskala kann nun uber eine einfache lineare Beziehung zwischen
dem Druck und der Temperatur
r‘ des Gases definiert werden:
D

T=Ap (A ist eine
willkiirliche Konstante)

Der absolute Temperatur-
nullpunkt wird damit dem
Gasdruck null gleichgesetzt (bei
einer endlichen Fillmenge von
Gas im Behélter). Vom
mikroskopischen Standpunkt
her entspricht dies dem Zu-
stand, wo die Molekiile keine
kinetische Energie mehr be-
sitzen. Sie sind also vollstandig

v B &

Abb. 1.10: Gasthermometer
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in Ruhe und fihren keine Stosse mit der Wand mehr durch.

Fir die Bestimmung des Wertes von A stellen wir den Gasbehélter in ein Bad mit
Tripelpunkt-Bedingungen. In der Wahl des Zahlenwertes fiir Tt sind wir grund-
satzlich frei. Aus bereits erwdhnten Grinden wahlen wir den Wert 273,16 K. Es
gilt dann:

273.16
Py

Tip = 273.16 = A-pip oder A

Anmerkung: Historisch gesehen wurde der Wert fiir A so bestimmt, dass die
Temperaturdifferenz zwischen Eispunkt und Siedepunkt 100 K betriagt. Der
Wert von 273.16 K fiir den Tripelpunkt ergibt sich als Folge daraus.

Bei der Definition der Gastemperatur-Skala ist zu beachten, dass die Driicke
p(T) und ptp von der Fillmenge im Behélter des Gasthermometers abhingen.
dabei spielen insbesondere anziehende und abstossende Kréifte zwischen den
Molekiilen eine Rolle. Diese Krifte treten umso weniger in Erscheinung, je
kleiner die Fillmenge, d.h. je grosser der Abstand zwischen den einzelnen
Molekiilen ist. Fiihren wir nun Versuche mit zwei Badern mit den Temperaturen
T und T, durch. Dabei fiillen wir den Behélter mit unterschiedlichen Mengen
und wéahlen auch noch verschiedene Gasarten. Das Resultat fir das Verhéaltnis
p(T)/ptp dieser Versuche ist in Abb. 1.11 dargestellt.

Wie man im Abb. 1.11 erkennen kann, wird im Grenziibergang ptp, — 0 das
Verhaltnis p(T)/ptp von der untersuchten Gasart unabhéngig. Die oben
erwahnten zwischenmolekularen Krifte verschwinden vollstandig. Die genaue
Definition der Gastemperatur-Skala lautet demnach:

. T
T=273.16- |jm | 2
R
gemessene Daten fiir
P Pip—0 extrapoliert O, Diese Gleichung ist nun
Prp unabhéingig von den
- N, Eigenschaften eines
L i-C e—— spezifischen Gases,
\ TtV m—ee— o héngt aber von den
e i
_p\ Eigenschaften der Gase
T=273.16lim— H . :
' Pip 2 im Allgemeinen ab.
Zum Beispiel verlangen
Py die Messungen von
tiefen Temperaturen,
Abb. 1.11: Messungen fiir festes Temperaturniveau fiir dass die als Fiillgas
verschiedene Werte pth bei verschiedenen Substanzen beniitzten Gase nicht
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kondensieren. Die tiefste mit dem Gasthermometer messbare Temperatur mit
Helium als Fiillgas ist ca. 1K.

Aufgrund dieser Beschrankungen ist es wiinschenswert eine stoffunabhéngige
Temperaturskala zu definieren. Diese thermodynamische Temperaturskala
oder auch Kelvin-Skala genannt, kann mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik definiert werden. Dieser zweite Hauptsatz wird in Kapitel 5
eingefiihrt.

Die Gastemperatur-Skala und die thermodynamische Skala sind im gesamten
Anwendungsbereich des Gasthermometers identisch. Deshalb wird das Symbol
K (= Grad Kelvin) auch fiir das Gasthermometer bentitzt.

b) andere Temperaturskalen

Die Celsius-Skala ist mit den Fixpunkten , Schmelzpunkt des Eises“ (= 0 °C)
und ,,Siedepunkt des Wassers® (= 100 °C) bei Atmosphérendruck definiert. Die
Kelvin-Skala bentitzt die gleiche Grad-Einteilung. Damit:

T(°C) =TEK) - 273.15
Absoluter Nullpunkt: 0 K =-273.15 °C
Tripelpunkt des Wassers 0.01 °C

Im englischen Sprachraum wird mehr die Fahrenheit-Skala beniitzt. Sie
beinhaltet eine um den Faktor 1,8 feinere Gradeinteilung und hat den Nullpunkt
gegentliber der Celsius-Skala zu einer tieferen Temperatur verschoben, so dass
alle Temperaturen des taglichen Lebens im positiven Bereich liegen.

TCF) = 1,8.T(CC) + 32

0°F=-17,8°C
Schmelzpunkt 32 °F
Siedepunkt 212 °F

Die Rankine-Skala benttzt dieselbe Gradeinteilung wie die Fahrenheit-Skala,
bezieht sich aber analog der Kelvin-Skala auf den absoluten Nullpunkt.

TCR) = 1,8 T(K)
T(°R) = TCF) + 459,67

1.11. Bibliographie

1. R.P. Feynman, R.B. Leighton und M. Sands, Feynman Vorlesungen iiber
Physik, Band 1, Oldenbourg Verlag Miinchen, 1991.
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Kapitel 2 Der Erste Hauptsatz
(Der Begriff der Energie und Anwendung auf geschlossene Systeme)

2.1 Der Energiebegriff

Energie ist eine fundamentale Grosse der Physik und damit auch der
Thermodynamik. Der Energiebegriff ist an sich eine abstrakte mathematische
Idee, welche nichts tiber die in der Natur auftretenden Prozesse und wirkenden
Krafte aussagt. In der Natur sind - bis heute jedenfalls - keine Prozesse bekannt,
in denen Energie erzeugt oder vernichtet wird. Diese phdnomenologische
Tatsache ist bekannt als das Prinzip der Energieerhaltung.

Dieses Prinzip besagt, dass sich fiir jedes System eine Zahl ermitteln lésst,
welche dessen Energieinhalt beschreibt. Ist das System unabhéngig, d.h. steht
es in keinerlei Wechselwirkung mit einem anderen System, bleibt diese Zahl
immer dieselbe, unabhéngig von der Art der Prozesse die innerhalb des Systems
ablaufen.

Energie kann in verschiedenen Formen auftreten. Die heutige Physik kennt
folgende Energiearten:

e Potentielle Energie im Gravitationsfeld
¢ Kinetische Energie (Bewegung von Masse)
e Wirme (als besondere Form der kinetischen Energie)

e Elektromagnetische Energie (Elektromagnetische Strahlung, Energie von
statischen elektrischen und magnetischen Feldern)

¢ Bindungsenergie in den Atomkernen (starke und schwache Kernwechselwir-
kung)

Damit kénnen wir in Bezug auf die Energie folgendes festhalten:

¢ Energie kann innerhalb eines Systems in verschiedenen Formen gespeichert
sein.

e Sie kann sich von einer Art in eine andere umwandeln (z.B. fiir den Apfel der
vom Baum fillt: potentielle Energie — kinetische Energie — Wiarme)

e Sie kann von einem System auf ein anderes Uibertragen werden (z.B. die
Sonne tbertriagt Energie in Form von Strahlung auf die Erde).
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2.2 Mechanische Energie

Da sich der Begriff der Energie in der Thermodynamik als Erweiterung des
Energiekonzeptes der Mechanik verstehen lasst, sollen hier zuerst die
wichtigsten Begriffe der mechanischen Energie eingefithrt werden.

a) kinetische Energie und Arbeit

Wir betrachten einen Korper im freien Raum, auf den eine Kraft F ausgeiibt
wird. Die Kraft bewirkt, dass sich der Korper auf einer gekrimmten Bahn
bewegen wird. (siehe Fig. 2.1)

4 W Bahn

Fig. 2.1: Bewegung eines Koérpers

Masse des Korpers

angreifende Kraft mit den Komponenten [Fs, Fy]
Geschwindigkeit

Lange der gekrimmten Bahn

2 ElTIl?

Im allgemeinen Fall ist die Kraft variabel und damit eine Funktion des zurick-
gelegten Weges s.

F = [Fs(s), Fu(s)]
Das Newton‘sche Prinzip auf diesen Fall angewendet ergibt:

dw dw ds dw
F=m—=m——=m-—-w
dt ds dt ds
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Wir verfolgen nun diesen Vorgang entlang der Bahn von einem Punkt 1 zu einem
Punkt 2, d.h. wir integrieren die Wirkung der Kraft iiber dieses Wegstiick.

s2 w(s2) 1
I F -ds= J m-w-dw==-m- (W, —w/)
sl w(sl) 2

Die linke Seite der Gleichung kennen wir als die entlang des Weges geleistete
Arbeit:

s2 s2
W, = [Feds=[F ds
sl sl
Die Grosse:
KE = i m- W2
2

nennen wir die kinetische Energie.

Die rechte Seite der Gleichung beschreibt somit die Anderung der kinetischen
Energie auf dem Wegstiick 1,2

%~m~(w§—wf)=A(KE)

Wir finden also die geleistete Arbeit wieder in Form von kinetischer Energie vor.

Die kinetische Energie ist eine Zustandsgrosse, welche durch die jeweiligen
Geschwindigkeiten in den Endpunkten eindeutig definiert ist. Sie ist eine
extensive Variable (proportional zur Masse).

Die geleistete Arbeit hingegen ist keine Zustandsgrosse, d.h. einem Punkt kann
nicht eine spezifische Arbeit zugeordnet werden, um diesen zu erreichen. Sie
hangt im Allgemeinen vom Weg ab tiber den ein Punkt erreicht wird.

W, #W, -W,
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b) potentielle Energie und Arbeit

Fig. 2.2: Potentielle Energie eines Balles

Wir betrachten nun einen Korper im Gravitationsfeld der Erde, welcher sich
urspringlich mit einer Geschwindigkeit w1 auf dem Niveau 1 befindet. (siehe
Fig. 2.2) Durch die wirkende Schwerkraft wird der Kérper nach unten
beschleunigt, wobei gleichzeitig durch die Luft eine Reibungskraft R ausgeiibt
wird, welche geschwindigkeits- und damit ortsabhéngig ist. Die Integration der
Kraftwirkung vom Niveau 1 bis zum Niveau 2 ergibt (positive z-Koordinate nach
unten):

%m.(wj —w) :j(mg —-R(2))-dz =m-g~(zz—zl)—_j[R(z)-dz

Die linke Seite der Gleichung stellt wiederum die Anderung der kinetischen
Energie dar. Auf der rechten Seite finden wir als ersten Term die Anderung der
potentiellen Energie im Gravitationsfeld der Erde:

A(PE): mg-(z,-z,)

Der zweite Term stellt die Reibungsarbeit der Luft dar. Die obige Bilanzglei-
chung lasst sich damit schreiben als:

A(PE) :%-m-(wzz—wf)+jR(z)-dz

Die potentielle Energie wird also umgewandelt in kinetische Energie des Korpers
und Reibungsarbeit (Erwarmung der Luft und des Korpers).

Auch die potentielle Energie ist eine extensive Zustandsgrosse. Bei den fiir
den Maschinenbauer interessanten thermodynamischen Vorgiangen sind die
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auftretenden Hohendifferenzen (z1 - z2) in der Regel klein und die potentielle
Energie kann vernachlassigt werden

Treten keine Reibupgskréfte auf (R = 0), ist die Anderung der kinetischen
Energie gleich der Anderung der potentiellen Energie. Damit bleibt die Summe
von kinetischer und potentieller Energie konstant.

1 2 1 2
E~m~w2+m-g~zz=?m~w1 +m-g-z,

¢) Thermodynamische Definition der Arbeit

In der Mechanik ist die Arbeit definiert als die Kraftwirkung auf einen Koérper
integriert liber eine Wegstrecke.

W:j'IEOd§
1

In der Thermodynamik wird auch Arbeit geleistet, z.B. wenn ein Gas
komprimiert wird oder bei der Dehnung eines Fliissigkeitsfilms. Wir brauchen
also eine allgemeinere Definition der Arbeit:

Ein System leistet Arbeit an seiner Umgebung, wenn der alleinige Effekt
der Wechselwirkung auf alles ausserhalb des Systems die Hebung eines
Gewichtes sein konnte.

d.h. die Hebung des Gewichtes wird in dieser Definition als Analogie fiir alle
tbrigen moglichen Arbeitsleistungen verwendet.

Wie schon erwéahnt, ist Arbeit keine Zustandsgrosse, sondern hangt von den
Details des Weges 1—2 ab. Im Fall des fallenden Korpers hiangt die Luftreibung
z.B. von der Geschwindigkeit ab.

Um dies deutlich zu machen schreiben wir ublicherweise:

W, = | W

P C— N

wobel der Ausdruck W fiir ein inexaktes, d.h. unvollstandiges Differential steht
(im Gegensatz zum vollstindigen Differential dW).

2
Wy, = [OW =W, -W,
1
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Die Grossen W1 und Wz sind bedeutungslos, da die Arbeit W keine Zustands-
funktion darstellt.

Betrachten wir hingegen z.B. eine Volumenéanderung, wird diese durch ein
vollstandiges (exaktes) Differential beschrieben, da das Volumen eine
Zustandsfunktion ist.

idv =V, -V,
1

Fur die Arbeit wiahlen wir in Bezug auf die Vorzeichen die folgende Konvention:

W>0: Vom System geleistete Arbeit (abgefiihrte Arbeit)
W<o0: Am System geleistete Arbeit (zugefiihrte Arbeit)

Die pro Zeiteinheit geleistete Arbeit nennen wir Leistung.

W:dﬂzlfod§
dt dt

Umgekehrt ist die geleistete Arbeit die iber die Zeit integrierte Leistung:

t2 . t2_. t2_> d§
W :J'W~dt:'|.Fov”v~dt:.|.FoE~dt
t1 t1

t1
d) Expansions- und Kompressionsarbeit
Wird ein Gas (oder eine Flissigkeit) komprimiert, ist dies mit einem gewissen

Kraftaufwand und damit mit einer Arbeitsleistung verbunden. Betrachten wir
ein Gas in einem Zylinder-Kolben-Apparat geméass Fig. 2.3.

Systemgrenze\ / A: Kolbenoberfldche
| v
1 1
! Gasoder | Kolben —
1 Flissigkeit 1 3 3 -«
1 1
1 1
1 1
.
| % X1 X2

Fig. 2.3 Kolbenapparat fiir die Kompression eines Gases
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Bedingt durch den Gasdruck p im inneren des Zylinders wirkt auf die
Kolbenplatte mit der Flache A eine Kraft p-A. Wird nun die Kolbenplatte um ein
Wegstiick dx nach aussen verschoben, gibt das System eine Arbeitsleistung nach
aussen ab.

oW =p-Adx =pdV
Dies ist in Uebereinstimmung mit der getroffenen Vorzeichen-Konvention:

Expansion: dV >0 oW >0
Kompression dV<0 oW <0

Eine endliche Volumenidnderung Vi — Vzergibt sich als Arbeitsleistung:

wzvfp(V)-dv

Vi

wobei natiirlich der Druck im System von dessen Volumen abhéngt.

Diese Gleichung zeigt, dass im sog. p-V Diagramm (siehe Fig. 2.4) die Arbeit als
Flache unter der Kurve dargestellt wird. Sie ist fiir ein beliebig geformtes System
giltig (nicht nur fir den Zylinder geméass Fig. 2.3), solange der Druck im
betrachteten Volumen tiberall gleich ist. Eine solche Annahme nennt man auch
quasistatische Ndaherung, welche in der Thermodynamik fiir viele Prozesse
glltig ist.

P A
1 =
T \\/ SW=P3V' " Elsche unter
P4 2 der Kurve
_[ pdV =W
—p5V 1
Vi A% "

ke

| Gas ———— ————

|

—XV X1 X2

Fig. 2.4: Arbeit ist Fldche unter der Kurve

Die Bedeutung der quasistatischen Naherung ist, dass das Fluid wahrend dem
Prozess eine Reihe von Gleichgewichtszustdnden durchlauft, d.h. innerhalb des
Fluids treten von keiner Zustandsgrosse (Druck, Temperatur, Dichte) Gradienten
auf.

Fir die Berechnung der Arbeitsleistung wird die Funktion p(V) benétigt. Sie
kann experimentell oder analytisch bestimmt werden und hingt vom Prozess ab,
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z.B. die Temperatur kann konstant bleiben (isothermer Prozess) oder es wird
keine Warme zu- oder abgefithrt (adiabatischer Prozess). Fig.2.5 illustriert
verschiedene Moglichkeiten fir die Funktion p(V)

P 4

<y

Fig. 2.5: Verschiedene Integrationswege

Fig. 2.5 illustriert, dass die Flache unter der Kurve vom Weg abhidngt und macht
nochmals deutlich, dass die Arbeit keine Zustandsfunktion ist.

Eine mogliche analytische Darstellung fiir die Funktion p(V) ist der folgende
Ansatz:

konst
V n

p-V" =konst pV) =

Ein solcher Prozess wird polytrope Zustandsédnderung genannt und die Zahl n
heisst Polytropen-Exponent und ist vom Prozess abhéingig. Fir einige idealisierte
Prozesse kann dieser Exponent theoretisch hergeleitet werden.

Die in einem Gas unter Druck gespeicherte Energie beruht auf der gegenseitigen
Abstossung der Atomhiillen (Elektronen), es handelt sich also um
elektromagnetische Energie.

Beispiel 2.1: Ein Gas wird in einem Zylinder mit beweglichem Kolben
expandiert. Fir die Druck - Volumen - Beziehung gilt der Polytropen-Ansatz:
p.Vr = konst. (siehe Fig. 2.6).

Expansion

Gas
_
pvnskonst | [—— 1

Fig. 2.6: Polytrope Expansion im Kolben
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Der Anfangsdruck ist 3 bar bei einem Volumen von 0.1 m3. Das Gas wird auf ein
Volumen von 0.2 m3 expandiert. Es gilt die geleistete Arbeit zu berechnen fur die
Polytropen-Exponenten n = 1.5, 1.0, 0.0 (siehe Fig. 2.7).

A
[bar]
3.0 7

2.0 1
1.0 1

V [m3]

Fig. 2.7: Zustandsdnderungen mit verschiedenen Polytropen-Exponenten

Losung:
n=1

konst
V n

Vzl_n _Vll—n
1-n

v, A
W = j p(V)-dv :j dV = konst-[ } mit  konst =pr Vi
v, A

Fur n=0 (isobarer Prozess) wird die Losung dann

W = P, '(Vz _Vl)

n=1:
V.
‘dV
W=p,-V,- |—=p,-V, - In-2
1 1 % V 1 1 ]
Numerischen Ergebnisse: n=0: W =30.0kdJ
n=1: W =20.8kdJ
n=1.5: W=17.6kdJ

Fig. 2.7 zeigt bereits, dass die zu leistende Arbeit umso grosser ist je kleiner der
Polytropen-Exponent.
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2.3 Energie eines Systems - erster Hauptsatz

Der erste Hauptsatz, in Worten ausgedriickt, besagt nichts anderes als die
Energieerhaltung im Sinne der Thermodynamik. Die genauere Bedeutung dieser
Aussage soll im Folgenden ausgefiihrt werden. Dabeil muss neben der
thermischen Energie auch die potentielle und die kinetische Energie des Systems
mitbertcksichtigt werden:

a) Energieformen der Thermodynamik

KE Kinetische Energie, sie stellt die makroskopische Bewegungsenergie
eines Systems dar und besteht aus der translatorischen Bewegung
des Schwerpunktes des Systems und allenfalls einer Rotation um
diesen Schwerpunkt.

PE Potentielle Energie des Systems, bedingt durch die Lage im
Gravitationsfeld der Erde

U Innere Energie, sie enthilt alle tibrigen Energieformen, haupt-
siachlich Warme und chemische Bindungsenergien

u spezifische innere Energie pro Masseneinheit (u = U/m)

E Gesamtenergie eines Systems, sie setzt sich aus allen méglichen
Energieformen zusammen.

In der klassischen (makroskopischen) Thermodynamik besteht die gesamte
Energie aus den Formen kinetische Energie, potentielle Energie und
innere Energie

E=KE+PE+U

Die Einfiihrung der inneren Energie in die Energiebilanz ist die thermody-
namische Erweiterung des Energiekonzeptes der Mechanik.

Fir Energiedifferenzen zwischen zwei Zustdnden 1 und 2 ergibt sich damit

E2-E1 = (KE2-KEI) +(PE2-PE1) +(U2-UlI)
resp:
AE = AKE + APE + AU

Wir betrachten nun einen thermodynamischen Vorgang an einem geschlossenen
System. Ausgehend von einem Zustand 1 wird dem System ein gewisse
Wiarmemenge Q12 zugefiihrt und gleichzeitig eine Arbeitsleistung W12 nach
aussen abgegeben (siehe Fig. 2.8)
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Das Prinzip der Energieerhaltung besagt nun fiur diesen Vorgang:

E: = E; +Qi2 - Wre

Wirmezufuhr
_ Q -

, . /7 \
N o)
\ / : /

._ N -
Anfangs- W Endzustand
zustand Arbeitsabfuhr

Fig. 2.8: Prozess am geschlossenen System

Damit kommen wir zu der folgenden Formulierung des 1. Hauptsatzes:

AE = Q - W

Da in vielen thermodynamischen Anwendungen die potentielle und die
kinetische Energie keine Rolle spielen (vernachlassigbar sind), ist auch diese
zweite Formulierung gebrauchlich:

AU = Q - W
6 f° o
A
Gas | = 3 | = Gas -
Expansionf—=\
+—> —> W —>
Ly L>L, L,

Fig. 2.9: Realer Prozess mit Arbeitsleistung

Eine konkrete Realisierung dieses Prozesses wird in Fig. 2.9 gezeigt. Ein in
einem Zylinder eingeschlossenes Gas wird mittels eines beweglichen Kolbens
expandiert. Gleichzeitig wird Uber die Zylinderwand eine Warmemenge Q
zugefiihrt. Bei diesem Prozess wird eine Arbeit W nach aussen geleistet.

Fir die Warme Q ist die Vorzeichenkonvention umgekehrt zu derjenigen fiir die
Arbeit.

Q>0 dem System zugefiihrte Warme
Q<0 vom System abgegebene Warme
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Ist @ = 0 sprechen wir von einem adiabaten Prozess, d.h. einem Prozess bei dem
keine Warme tibertragen wird. Es gilt dann AE = -W. Die Betrachtung von
adiabaten Zustandsidnderungen liefert die experimentelle Evidenz fiir den ersten
Hauptsatz. Die Arbeitsleistung zwischen zwei bestimmten Zusténden ist bei
einem adiabaten Prozess immer die selbe, unabhingig von den Details des
Prozesses.

Die bei einem allgemeinen Prozess von einem Zustand 1 zu einem Zustand 2

ubertragene Warmemenge ist Weg abhéangig, d.h. die Warme ist keine
Zustandsgrosse und 6Q ist ein unvollstiandiges Differential.

Q:jSQ¢Q2_Q1

2.4 Warmeitibertragung
Bei thermodynamischen Maschinen spielt die Warmeiibertragung eine wichtige
Rolle. In diesem Abschnitt werden einige Grundziige dieses Phédnomens

behandelt, die Warmeiibertragung wird im Detail in der Vorlesung
Thermodynamik II behandelt.

Warme fliesst immer von einem hoheren zu einem tieferen Niveau, es braucht
also ein Temperaturgefille. Im Folgenden zuerst einige Definitionen

Warmeitibertragungsleistung: iibertragene Warmemenge pro Zeiteinheit

Symbol: Q, Dimension: Joule/sec resp. Watt
t
Damit gilt fir die gesamte Warme: Q,, = IQ -dt
4

Wirmefluss: Warmetibertragungsleistung pro Flacheneinheit

Symbol: Q" oder § Dimension: Joule/sec.m? resp: Watt/m?2
Fir die gesamte tUbertragene Leistung gilt: Q= jq -dA
A
ty
und fiir die Warmemenge: Q= ”q -dA-dt
t A
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Fuir die Warmetibertragung gibt es drei verschiedene Mechanismen, ndmlich

e Wirmeleitung (heat conduction)
e Konvektion (convection)
e Strahlung (radiation)

2.4.1 Warmeleitung

Warmeleitung lasst sich physikalisch verstehen aus der Atom-Struktur der
Materie. In Gasen und Flussigkeiten sind die Atome frei beweglich. Thre
kinetische Energie ist proportional zur Temperatur. Die Bewegung der Molekiile
wird durch hiufige Stosse unterbrochen, so dass mehr eine Zitterbewegung
entsteht.

Behilter mit Gas

Warm GAS Kalt
Ty - I

Vergrosserung des Bereichs
T1>Ts

grosse
Amplitude

Fig. 2.10: Mechanismus der Wdarmeleitung

Der Vorgang der Warmeleitung ist in Fig. 2.10 illustriert. Ist die Temperatur auf
der einen Seite des Fluids hoher als auf der anderen Seite, gilt dies auch fir die
kinetische Energie der Molekiile. Bei den hiaufigen Stéssen wird jedesmal ein
Impuls Gbertragen. Ein ,heisses” Molekiil tibertragt nun im mittel mehr Impuls
und kinetische Energie auf ein ,kaltes* Molekil als umgekehrt. Damit wird
allméhlich kinetische Energie vom heissen Bereich in den kalten transportiert.
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Makroskopisch gesehen wird dabei Warme transportiert. In Gasen und
Flussigkeiten ist dieser Vorgang immer mit der gleichzeitigen Diffusion von
Molekiilen verbunden. Man spricht deshalb auch von der Diffusion von
thermischer Energie.

In Festkorpern sitzen die Atome auf festen Platzen und konnen als Oszillatoren
betrachtet werden, d.h. sie schwingen um ihren mittleren Platz mit einer
Amplitude proportional zur Temperatur. Ist nun auf der einen Seite des
Festkorpers die Temperatur hoher, d.h. die Atome schwingen mit einer grésseren
Amplitude, wird diese heftigere Schwingung allméahlich auf die kaltere Seite
ubertragen, da alle Oszillatoren im Festkorper miteinander gekoppelt sind. Auch
bei diesem Vorgang wird Warme transportiert.

Phidnomenologisch ist bekannt, dass die Warmeleitung proportional zum
Temperaturgefille, d.h., zum Temperaturgradienten ist. Diese Tatsache kann
mathematisch in Form des Gesetzes von Fourier formuliert werden:

dT
" — X
Q"=q an
n die Senkrechte zur betrachteten Flache

q Warmefluss
A Wirmeleitkoeffizient (W/(m-K))

Die Bedeutung des Fourier’'schen Gesetzes wird in Fig. 2.11 illustriert.

THeiss

Beispiel

- Q, _ de
=1 _ 2
wTA [dx .

Flache=A, beidseits
TKalt
(konstante)

Fig. 2.11: Illustration zum Gesetz von Fourier

Der Proportionalitatsfaktor A ist eine Stoff spezifische Grosse, die als die
Wiarmeleitfahigkeit eines Materials bezeichnet wird. Die Gréssenordnung
variiert im Bereich von 1000 W/m.K (Metalle, Einkristalle) bis zu etwa 0.01
W/(m-K) (isolierende Schaumstoffe).

Das negative Vorzeichen auf der echten Seite der Gleichung bedeutet, dass die
Wirme in Richtung des negativen Temperatur-Gradienten fliesst, also in
Richtung zur tieferen Temperatur. (siehe Fig. 2.12)
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positiv  negativ

Fig. 2.12: Warmefluss in Richtung negativer Temperaturgradient

Die Verallgemeinerung des Gesetzes von Fourier fiir ein dreidimensionales
kartesisches Koordinatensystem sieht wie folgt aus:

z g=-41 {d—lf+z—;i+2—zﬁ}
K (1, j,k = Einheitsvektoren)
W oder in abgekiirzter schreibweise:
. G=—AVT

2.4.2 Konvektion

Der konvektive Warmetransport ist die Warmeitibertragung in einer
makroskopischen Stromung eines Fluids, tritt also nur in Gasen und
Flussigkeiten auf. Ein Beispiel konvektiver Warmetibertragung ist, wenn eine
kalte Stromung an einem heissen Korper vorbeistromt und sich dabei erwarmt

(siehe Fig.2.13):
Fliissigkeit (kalt)

f\»’

Korper
(heiss)

Fig. 2.13: Prinzip der konvektiven Wdarmeiibertragung
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Zwischen der Stromung in einer gewissen Entfernung von der Wand (7" = Tk) und
der Wandoberfliche bildet sich eine Grenzschicht aus mit einem Temperatur-
gefille, durch das die Warme transportiert wird. (siehe Fig. 2.14)

Fig. 2.14: Details des konvektiven Wdrmeiiberganges

Durch die Turbulenz treten auch Geschwindigkeitskomponenten senkrecht zur
Wand auf, welche konvektiven Warmetransport verursachen. Die Grenzschicht
in allerndchster Nahe zur Wand ist allerdings immer laminar und parallel zur
Wand, so dass senkrecht zur Wand Warmetreansport nur durch Leitung
stattfinden kann. Der konvektive Warmeiibergang zwischen einem Fluid und
einer Wand setzt sich also zusammen aus:

e Konvektivem Warmetransport im turbulenten Teil der Stromung
e Wirmeleitung in der laminaren Grenzschicht.

Das Fourier Gesetz besagt, dass Warmeleitung immer auftritt, wenn ein
Temperaturgradient vorhanden ist. Existiert gleichzeitig aber ein konvektiver
Transport, kann die Warmeleitung in der Regel vernachlassigt werden.

Die Temperatur im ungestorten Fluid und die Wandtemperatur sind bekannt,
nicht aber die Temperaturverteilung in der Grenzschicht. Der konvektive
Wiarmetibergang kann als proportional zu der bekannten Temperaturdifferenz
beschrieben werden:

4-0'=Qmatr, T,

Die Proportionalitdtskonstante a (W/m2.K) bezeichnet man als Warmeiibergangs-
koeffiezienten (Englisch: A = heat transfer coefficient)

Dieser Warmeiibergangskoeffizient ist nicht a priori bekannt. Er muss
experimentell oder rechnerisch bestimmt werden, was oft eine dusserst komplexe
Aufgabe ist. Erhéngt ab von:

e der Art der Stromung (laminar/turbulent)

e der Geometrie der betrachteten Oberflache

e der Oberflachen-Rauhigkeit

e der Art der Flissigkeit.
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Es kénnen vier Arten des konvektiven Warmetiiberganges unterschieden werden:
a) Warmeubergang mit erzwungener Konvektion

Die Strémung wird von aussen, z.B. durch ein Geblése geliefert. Die
Stromungsgeschwindigkeit ist also vorbestimmt. (siehe Fig. 2.15)

Ventilator Frische Luft Mikrochip

e R =

H il i 4 B N N N N

Fig. 2.15: Warmeiibergang mit erzwungener Konvektion
b) Natirliche oder freie Konvektion

Freie Konvektion findet z.B. ausgepragt an einer
senkrechten Wand statt. Durch den Temperaturunter-
schied zwischen Wand und angrenzendem Fluid, wird
dieses in Wandnahe erwarmt oder gekiihlt. Dadurch
entstehen bedingt durch die Schwerkraft im Fluid
Auftriebs- (resp. Abtriebs-) Krifte, welche eine Stromung
in Gang setzen. Die Stromung ist nicht von aussen
vorgegeben, sondern entsteht erst durch den
Wiarmetibergang.(Siehe Fig. 2.16)

Fig. 2.16: natiirliche Konvektion

c¢) Sieden (Boiling)

«— Topf

V!

Blase
Wasser

A——Lheisse Oberfldache

weit tiber 100 °C
Fig. 2.17: Wérmeiibergang beim Sieden
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Ist bei einem konvektiven Warmetbergang eine Phasenidnderung fliissig -
gasformig eingeschlossen, ist der Warmeiibergang besonders intensiv. Die
Blasenbildung fithrt zu einer Storung der Grenzschicht, was den
Wiarmetibergang beguinstigt. Zuséatzlich wird fir die Phasenidnderung sehr viel
Wirme benotigt (Verdampfungswéarme)

d) Kondensation

Kaltes
Wasser

Rohr asser-Tropfen
Fig. 2.18: Warmeiibergang mit Kondensation

Beim Warmeiibergang mit Kondensation haben wir einerseits die Wirkung, dass
die freigesetzte Kondensationswéirme fiir einen hohen Warmetiibergang sorgt.
Der Flussigkeitsfilm hingegen, der sich z.B. auf einem Warmetauscher-Rohr
bildet (siehe Fig. 2.18), stellt eine isolierende Schicht dar, die den
Wiarmetibergang reduziert. Das Abtropfen des Kondensats stellt deshalb eine
wichtige Randbedingung dar fiir den Warmeitibergang.

Art der Konvektion a [W/m2K]
Natiirliche Konvektion
Gase 2-25
Flissigkeiten 50-1°000
Erzwungene Konvektion
Gase 25-250
Flissigkeiten 50-20°000
Siedendes Wasser 2‘000-25000
Kondensation von Wasserdampf | 5°000-100°000

Die obige Tabelle gibt einen Uberblick tiber die beim konvektiven
Wiarmetibergang auftretenden Koeffizienten.
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2.4.3 Warmestrahlung

Wiarmestrahlung ist elektromagnetische Strahlung wie das Licht. Der
Wellenlédngenbereich erstreckt sich vom fernen Infrarot bis hin zum Sichtbaren
(Glihen bei sehr heissen Korpern)

In jeglicher Materie, die eine gewisse Temperatur besitzt, befinden sich die
Atome und Molekiile in angeregten Zustédnden. Durch die gegenseitige
Wechselwirkung dndern sich diese Energiezustidnde sehr haufig, dabei werden
Energiequanten (Photonen) emittiert.

‘B/ehl ter Zur Illustration der Wirkung der Warmestrahlung
T betrachten wir zwei ein einem Vakuumbehalter
eingeschlossene Korper (siehe Fig. 2.20), welche sich auf
unterschiedlichen Temperaturen Ta und Tg befinden.

Vakuum
Nach einer gewissen Zeit wird thermisches Gleichgewicht
/1/ eintreten, da der heissere Korper durch Strahlung Warme
auf den kalteren ubertragt. Andere Warmeuibertragungs-

Ts mechanismen treten mangels eines Fluids nicht auf.

Fig. 2.20:

Viele grundsatzliche Uberlegungen in Bezug auf Strahlung kénnen anhand einer
1dealisierten Situation - dem schwarzen Korper - angestellt werden. (siehe
Fig. 2.21). Ein schwarzer Korper absorbiert jegliche auf ihn auftreffende
Strahlung vollstiandig. Der schwarze Kérper im Hohlraum wird nach geniigend
langer Zeit im thermischen Gleichgewicht mit seiner Umgebung sein. Deshalb
wird er die absorbierte Strahlungsmenge auch wieder emittieren, d.h. fiir den
schwarzen Korper sind sowohl Absorptionsvermoégen als auch Emissionsvermo-
gen maximal.

SK1

Fig. 2.21: Sachwarzer Korper im Hohlraum

Fir einen solchen Korper lasst sich herleiten, dass die emittierte Strahlungslei-
stung proportional zur 4. Potenz der Temperatur ist.

Q o g
A P
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Der Porportionalitatsfaktor  wird spater diskutiert. Tritt wie im Fall von
Fig.2.21 von einer Wand mit der Temperatur T2 eine Gegenstrahlung auf, ist die
netto Warmeubertragung durch Strahlung:

Q_ (T4 _ T4
K—B (Tl Tz)

2.4.4 Zusammenfassendes Beispiel

Heisser Kaffe wird am Automaten oft in diinnen Plastikbechern ausgegeben, so
dass man sich die Finger verbrennt. Man kann sich damit behelfen, dass man
zwel dieser Becher ineinander stellt, die durch eine Luftschicht voneinander
getrennt sind. Diese Situation ist in Fig. 2.22 i1dealisiert dargestellt.

Die in diesem Beispiel auftretenden Warmiubergiange sind vielfaltig. Insgesamt
kann man 8 verschiedene Warmestrome unterscheiden:

qi: Natirliche Konvektion vom Kaffe zur Wand 1

q2:  Waéarmeleitung durch die Wand 1

qs: Natiirliche Konvektion von der Wand 1 zur Luft im Zwischenraum
qa: Naturliche Konvektion von der Luft im Zwischenraum zur Wand 2
gs: Netto-Wafrmestrahlung zwischen den Wéanden 1 und 2

ge:  Leitung durch die Wand 2

qr: Naturliche Konvektion von der Wand 2 zur Zimmerluft
qgs: Netto-Warmestrahlung von der Wand 2 an die Zimmerwand
Zimmer
Wand Kunststoff- Kunststoff- )
T wand 1 wand 2 qg\

gs
Vergrosserung q»
qr

Qs

. Isolation
Fig.2.22 Warmelibergdnge beim doppelwandigen Kaffeebecher
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Grundséatzlich tritt auch noch Warmeleitung in der Luft sowohl im Zischenraum
als auch im Zimmer auf, die aber wegen der gleichzeitigen Konvektion
vernachlassigbar ist.

2. 5 Die Leistungsbilanz
Bis anhin wurde der erste Hauptsatz als Energiebilanz, integriert iiber einen

endlichen Zeitabschnitt At eingefiihrt. Er kann aber auch als momentane
Leistungsbilanz (At—0) betrachtet werden. In Worten geschrieben lautet er:

zeitliche Anderung = zeitliche Netto- 4+ =zeitliche iiber die System -
des Betrages der Warmetibertra- grenze transferierte Netto -
totalen Energie des gung durch die Arbeit (Leistung)

Systems Systemgrenze

Mathematisch formal geschrieben ist es eine Betrachtung der Energiebilanz pro
Zeiteinheit At, wobel man At—0 streben lasst:

AE_AQ_W resp. mit At—0 |im(A—Ej=|im(2j—|im(ﬂj
At At At a0 \ At a0 VAt ) as0 LAt

Somit lautet der erste Hauptsatz in differentieller Form:

dE

dE _ d(KE) , d(PE) , dU _
dt

dt dt ' dt =Q-W

Q ~W resp. im Detail:

Im Folgenden drei Beispiele zur Illustreation dieses Prinzips

Beispiel a) Ein im Schwerefeld der Erde nach unten bewegtes Gewicht treibt
einen elektrischen Generator an. Die elektrische Leistung wird an einer
Widerstandsheizung in Warme umgewandelt, welche an ein in einem Behalter
eingeschlossenes Fluid tbertragen wird. Fig. 2.23 zeigt diese Vorrichtung mit
drei verschiedenen Systemgrenzen fiir die thermodynamische Betrachtung:
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Isolation Kupferplatte Rotierende Welle
ok +
Elektrischer
Generator a)
/ s
Systemgrenze l oo

Fig. 2.23 Beispiel thermodynamisches System mit drei verschiedenen Systemgrenzen
a) das System besteht nur aus dem Fluid das Warme aufnimmt.

de .
gt = 2
b) das System besteht aus dem Behélter mit der Widerstandsheizung. Energie
wird in elektrischer Form tber die Systemgrenze tbertragen.

dE

— 7 Welektrisch
dt

c) die Systemgrenze umfasst die gesamte Vorrichtung, es gibt keine
Energiefliisse iber die Systemgrenze hinweg:
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E o
dt

Beispiel b) In einem Zylinder mit beweglichem Kolben sind 5 kg Wasserdampf
eingeschlossen. Von aussen wird der Zylinder durch eine Feuerung mit einer
Wirmemenge Q beheizt. Gleichzeitig sorgt ein Propeller mit einer Arbeitslei-
stung Wprop flir eine homogene Mischung.(siehe Fig. 2.24) Wie gross ist die
Arbeitsleistung des Kolbens Wkom nach einer Zustandsianderung von U; nach Us?

Systemgrenze

Propeller

P =

Fig. 2.24: System mit diversen Energiefliissen tiber die Systemgrenze

Zahlenwerte:
WProp =-18.5kd ur=2709.9 kJ/kg
Q = 80.0 kJ uz = 2659.6 kd/kg

Losung: Als System betrachten wir nur den Dampf allein.
AE = AKE) + APE) + AU = Q - W
mit W= Wprop + W, U = mu, AKE)=APE) = 0 ergibt sich:
Wkotv = @ - Wrrop - m-(uz - uz) =80+ 18.5 - 5:(2659.6 - 2709.9) = +350 kdJ

Das positive Vorzeichen bedeutet, dass Arbeit vom System nach aussen geleistet
wird (Expansion!)
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Beispiel ¢): Einem Elektromotor wird eine elektrische Leistung von 2 kW
zugefihrt. Dieser liefert bei 995 RPM (o = 100 rad/sec) ein Drehmoment von M =
18 Nm). Durch die Verlustleistung wird im Motor auch Warme produziert. Zum
Zeitpunkt 0 nach dem Einschalten ist die Oberflache des Motors noch auf
Umgebungstemperatur. Der Motor gibt also zu Beginn noch keine Warme ab. Die
Wiarmeabgabe beginnt erst allméhlich und erreicht schliesslich asymptotisch den
Wert von 0.2 kW nach folgendem Gesetz:

Q(t)=0.2-(1—e %)

Als System betrachten wir den Motor selbst (siehe Fig. 2.26)

M=18 Nm (Das Moment)
_____ N ®=100rad/s

W,  (Shaft Work)

Q = -0.2[1-e005] kKW

Fig. 2.26: Das System Elektromotor

Wir wollen untersuchen, wie der zeitliche Verlauf des Energie-Inhaltes des
Motors aussieht. Dazu untersuchen wir die Energiebilanz geméss Fig. 2.27:

o T == N
Wa W
:’? System ;l:’\)
“—— —

¥

Fig. 2.27 Energiebilanz des Motors
Der erste Hauptsatz besagt:

dEQ) o o
T—E(t)—Q(t) W

Die elektrische Energie konnen wir gleichbedeutend wie mechanische Arbeit
behandeln.

W =W, +W,
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Die Arbeitsleistung einer rotierenden Maschine ist:

W, =M -® =18 Nm-100 rad/sec = 1800 W und W, =-2000W
E=-02-[1-¢"®]-(1.8-2.0) [kW] = 0.2.e°%" [kW]

Dieser zeitliche Verlauf ist in Fig. 2.28 dargestellt. Der Energie-Inhalt des
Motors nimmt anfianglich mit 200 W zu (die gesamte Verlustleistung bleibt im
Motor). Allméhlich beginnt dann Warme nach aussen abzufliessen bis
schliesslich ein thermisches Gleichgewicht erreicht ist. (Dies ist notwendig, denn
sonst wiirde sich der Motor immer weiter erhitzen, bis er schliesslich verbrennt).

0.2 4

dE
m [kwW]

0.1

20 40 60 80 100

Fig. 2.28: Zeitlicher Verlauf der Warmeaufnahme des Motors

Die gesamte Warmemenge, die der Motor in der Aufheizphase aufnimmt, ist die
Flache unter der Kurve:

AE = [E-dt=[0.2.e%" dt= - 92 (g_1)=4ak)
’ ’ 0.05

2.6 Energieanalyse von Kreisprozessen

Fihren wir mit einem System eine Reihe von Teilprozessen durch, die wieder
zum Anfangspunkt zuriuckfiihren nennen, wir dies einen Kreisprozess, mit
anderen Worten: bel einem Kreisprozess haben alle Zustandsvariablen am
Schluss denselben Wert wie am Anfang. Kreisprozesse die periodisch wiederholt
werden konnen, spielen eine sehr wichtige Rolle in der Thermodynamik und
finden eine Vielfiltige Anwendung in Warme-Kraft-Maschinen (Diesel- und
Ottomotor, Dampfmaschine, Dampf- und Gasturbine, Warmepumpe etc.).

LTNT - Laboratorium fir 45
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

tidgendssische Technische Hochschule Ziirich
Swiss Federal Institute of Technology Zurich Kap|te| 2

Der erste Hauptsatz, angewendet auf den Kreisprozess, ergibt:
AEkp = Qkp - Wkp

Da die Energie eines Systems E eine Zustandsvariable darstellt, muss fiir den
Kreisprozess natiirlich gelten: AExp = 0. Damit lautet der erste Hauptsatz fir
einen Kreisprozess:

Wkp = Qkp

W und Q sind keine Zustandsvariablen und kénnen deshalb beide von 0
verschieden sein. Die Beziehung besagt also, dass in einem Kreisprozess Warme
in Arbeit oder Arbeit in Wiarme umgewandelt werden kann. (siehe Fig. 2.29).
Diese Beziehung muss fir alle Kreisprozesse gelten, unabhéngig vom
Arbeitsmittel und der Art der Teilprozesse.

Fig. 2.29 Zwei wichtige Kreisprozesse: a) Arbeitsmaschine
b) Kaltemaschine und Warmepumpe

Die beiden wichtigsten Varianten von Kreisprozessen sind demnach:

e Der Arbeitsmaschinenprozess, bei dem Warme in Arbeit umgewandelt wird.
e Der Kiltemaschinen- (resp. Warmepumpen-) Prozess, bei dem Warme mittels
Arbeitsleistung von einem tieferen auf ein héheres Niveau gehoben wird.

In beiden Fillen muss das System mit einem kalten und einem heissen
Warmereservoir, die beide ausserhalb des Systems liegen, in Kontakt sein. Dies
ist eine Forderung des zweiten Hauptsatzes, den wir spater behandeln werden.

a) der Arbeitsmaschinen-Prozess

Dieser Prozess liefert bei jedem Zyklus (Kreisprozess) eine Netto-Arbeit Wkp an
die Umgebung. Fiir die Situation mit den zwei Warmereservoirs lautet der erste
Hauptsatz fur den Kreisprozess:

WKP = Qzu - Qab
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Wobei: Qzu Wirme die auf dem hohen Niveau zugefiithrt
wird, (mittels Verbrennung, Kernreaktionen, Sonnen
strahlung etc.)
Qab Wirme, die an das Reservoir mit der tieferen Tempe-
ratur wieder abgefiihrt wird (Gewasser, Atmosphére
etc.).

Es gilt zu beachten, dass hier die Zu- und Abwarme beide positiv gerechnet
werden. Die Abwarme tritt z.B. beil einer Dampfturbine dort auf, wo der
entspannte Dampf kondensiert werden muss, bevor er als Fliissigkeit wieder auf
das hohe Druckniveau gebracht wird.

Bei allen thermischen Arbeitsmaschinen ist der sog. thermische Wirkungsgrad
von grosser Bedeutung. Er stellt das Verhéaltnis dar zwischen der geleisteten
Arbeit und der zugefiihrten Warme (z.B. in Form einer bestimmten
Brennstoffmenge).

Wip _1_ Qap

Nth =
QZU QZU

Der erste Hauptsatz besagt nun, dass der thermische Wirkungsgrad nm =
maximal 1 sein kann (Qa» = 0). Der zweite Hauptsatz wird dann zeigen, dass Qab
immer > 0 und damit 1 < 1 sein muss.

b) Kiltemaschinen- und Warmepumpen-Prozess

Hier stammt die zugefiihrte Warme vom kalteren Reservoir. Mittels der
zugefiihrten Arbeitsleistung Wkp wird diese Warme (entgegen dem natiirlichen
Vorgang) auf ein hoheres Temperaturniveau ,gepumpt® und an das heisse
Reservoir abgegeben. Warmepumpe und Kéltemaschine sind grundséatzlich die
gleichen Maschinen, nur ist man einmal an der Warme interessiert, die an das
obere Niveau abgegeben wird (Warmepumpe) oder an der Warme, die dem
kéalteren Reservoir entzogen wird (Kaltemaschine).

Die Energiebilanz fiir diesen Fall lautet:
'WKP = Qzu - Qab resp. WKP = Qab - Qzu

(Da die Arbeit hier jetzt zugefiihrt wird, kehrt sich das Vorzeichen in der
Gleichung gegeniiber der Arbeitsmaschine um).
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Kiltemaschine:

Das Ziel der Kaltemaschine ist es, einen Raum, ein Fluid oder ein Objekt zu
kiihlen, d.h. auf einer tieferen Temperatur als die Umgebung zu halten. Das
zweite Warmereservoir, wohin die Warme abgegeben wird ist die Umgebung.

Der thermische Wirkungsgrad wird bei der Kaltemaschine (und auch
Wiarmepumpe) Leistungsziffer genannt. Gemessen wird diese hier an der
Wairmemenge Q. die dem kalten Reservoir entzogen wird im Verhéaltnis zur
notwendigen Arbeit:

Qzu _ Qzu
WKP Qab_Qzu

gk =

Eine typische Anwendung ist der Kithlschrank oder die Kalteerzeugung fiir eine
Klimaanlage.

Warmepumpe:

Hier geht es darum, einen Raum, ein Fluid oder ein Objekt auf hoherer
Temperatur zu halten, als die Umgebung, wobei ein Teil der Warme der
Umgebung entzogen werden soll. Die dem System (Warmepumpe) zugefithrte
Wiarme Qzu wird dem Reservoir auf Umgebungstemperatur entnommen.
Interessiert ist man an der Warmemenge Qan, welche an das Reservoir auf dem
hoheren Niveau abgegeben wird. Daran wird auch die Leistungsziffer gemessen.

Qab — Qab
WKP Qab _Qzu

Ew = :8K+1

Bei der Warmepumpe ist die in Warme umgewandelte zugefithrte Arbeit, welche
auf dem hoheren Niveau abgegeben wird, mit von Interesse. Deshalb ist die
Leistungsziffer der Warmepumpe hoher im Vergleich zur Kaltemaschine.
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Kapitel 3: Eigenschaften reiner kompressibler
Substanzen

3.1 Das Zustandsprinzip fiir einfache Systeme

Wir haben bisher einige Zustandsvariablen kennengelernt wie z.B. p, v, T und n.
Sind alle moglichen Zustandsvariablen eines Systems definiert, sprechen wir von
einem bestimmten thermodynamischen Zustand.

Aus der Beobachtung vieler thermodynamischer Systeme wissen wir, dass nicht
alle Zustandsvariablen unabhéngig voneinander bestimmbar sind. Ein
thermodynamischer Zustand ist also bereits bestimmt, wenn die entsprechende
Zahl der unabhangigen Zustandsvariablen definiert ist. Alle Gibrigen
Zustandsvariablen lassen sich dann aus der Unterguppe der unabhéngigen
Zustandsvariablen bestimmen.

Das Zustandsprinzip sagt nun aus, wie viele unabhingige Zustandsvariablen
ein System besitzt. Wir betrachten hier ein sogenanntes einfaches System, d.h.
ein geschlossenes System, beil dem die kinetische und die potentielle Energie
vernachlassigt werden kann.

Aus zahlreichen empirischen Beobachtungen kann geschlossen werden, dass ein
System eine unabhéingige Zustandsvariable besitzt fiir jede Art, wie dessen
Energiezustand gedndert werden kann.

Fur das einfache System haben wir gesehen, dass dessen Energiezustand
entweder durch Transport von Arbeit oder Warme uber die Systemgrenze
gedndert werden kann. Damit besagt das Zustandsprinzip fir einfache
Systeme, dass dessen thermodynamischer Zustand durch genau zwei
unabhangige Zustandsvariablen bestimmt wird.

Ublicherweise bezieht man die Zustandsvariablen auf 1 kg der Systemmasse,
d.h. es ist vorteilhaft mit den folgenden intensiven Eigenschaften zu arbeiten:

o V o . . U
Spezifisches Volumen: v=— Spezifische innere Energie: u=—
m m

3.2 Die p,v,T-Beziehung

Fiir ein einfaches System sind die wichtigsten Zustandsvariablen p, v, und T. Da
gemiss dem Zustandsprinzip nur zwei von diesen unabhingig bestimmbar sind,
kann die dritte durch eine Funktion der beiden anderen ausgedriickt werden:
z.B.

p = {(v,T)
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Die Verkniipfung zwischen den Grossen p, v und T spielt in der Thermodynamik
eine Schliisselrolle und wird thermische Zustandsgleichung genannt.

3.2.1 p-v-T-Flache

Die Funktion p = f(v,T) wird als Flache tiber der Ebene dargestellt, welche durch
die v- und T-Achse aufgespannt wird. Fig. 3.1 stellt die p-v-T-Fléache fiir Wasser
dar. Wasser vergrossert sein Volumen beim Gefrieren.

Pressure

(@
s\-
@ | @
5 Critical 5
§ Solid | Liquid point 2
a o
\ oL
V' vapor i T>Te
S__~"Triple point Hipleiine—! ~|Tc
N Solid—vapor T<Te
Temperature Specific volume
(b) : (c)
Bild 3.1

Copyright © 1996 Joln Wiley & Sons, Inc.  MoranTHERMODYNAMICS 3E

(]
Led
=

Kopiert mit Erlaubnis des Autors

Fig. 3.1 p-v-T-Flache sowie die Projektionen in die p-v- und die p-T-Ebene
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In Fig. 3.1 lassen sich drei Einphasengebiete erkennen, namlich

S: fest (solid)
L: flussig (liquid)
V: dampfférmig (vapour)

In diesen Einphasengebieten ist der thermodynamische Zustand durch ein
beliebiges Paar der drei Zustandsvariablen p,v und T bestimmt.

Zwischen diesen Einphasengebieten liegt das sogenannte Nassdampf-Gebiet,
wo Fliussigkeit und Dampf gleichzeitig existieren. Dieses spielt in der technischen
Thermodynamik eine sehr wichtige Rolle. Daran schliesst sich gegen tiefere
Temperaturen hin das Eis-Dampf-Zweiphasengebiet. Diese beiden Bereiche
werden durch die Triple-Linie getrennt, wo Wasser gleichzeitig fest, fliissig und
dampfformig existiert.

Die Zustande entlang der Grenzlinien der Zweiphasengebiete nennt man die
Sattigungszustande. Eine spezielle Bedeutung hat die Trennlinie zwischen der
Dampfphase und dem Zweiphasengebiet. Dies ist die sog. Dampfdruckkurve,
welche aussagt, welcher Dampfdruck bei welcher Temperatur maximal erreicht
werden kann. Eine weitere Reduktion des spezifischen Volumens fiihrt ins
Zweiphasengebiet, wobei der Druck p konstant bleibt.

Der in Bezug auf die Temperatur oberste Punkt des Nassdampf-Gebietes heisst
kritischer Punkt Tk. Bei Temperaturen oberhalb der kritischen Temperatur
kann nicht mehr zwischen fliissiger und dampfformiger Phase unterschieden
werden.

3.2.2 Projektionen der p-v-T-Fliache

Anstelle der dreidimensionalen Darstellung der p-v-T-Flache sind im
Ingenieurwesen Projektionen derselben in eine der Ebenen, die von den
Koordinatenachsen aufgespannt werden, eher gebrauchlich und helfen zu einem
vertieften Verstdndnis der Zusammenhénge.

a) die p-T-Projektion (siehe Fig. 3.1Db)

In diesem Diagramm werden alle Grenzlinen zwischen den verschiedenen
Phasen dargestellt, diese Darstellung heisst deshalb auch das
Phasendiagramm.

Hier reduzieren sich die Zweiphasengebiete auf Linien, eine Linie im
Zweiphasengebiet wird zu einem Punkt. Die Tripellinie reduziert sich damit zum
Tripelpunkt. p und T sind hier keine unabhingigen Variablen mehr. Der
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thermodynamische Zustand im Zweiphasengebiet wird deshalb nur durch die
Variablenpaare v-T oder v-p vollstindig bestimmt.

Die Reduktion der Linie im Zweiphasengebiet zu einem Punkt bedeutet
gleichzeitig, dass die Durchquerung des Zweisphasengebietes bei einem
bestimmten Druck gleichzeitig auch bei einer bestimmten Temperatur, also
isotherm erfolgt.

b) die p-v Projektion (siehe Fig. 3.1c)

Sie ist eine der gebriauchlichsten Darstellungen fiir den Ingenieur und wichtig
fir viele Prozesse. Die Isothermen im Nassdampfgebiet sind horizontal. Im
kritischen Punkt wird die horizontale Gerade zu einem Punkt, es ist der
Wendepunkt der entsprechenden Isotherme.

c) die p-T Projektion

Analog der Isothermen im p-v Diagramm werden hier die Linien konstanten
Druckes (Isobaren) im Zweiphasengebiet zu horizontalen Geraden.

3.2.3 Phaseniibergange

Bei Prozessen, die liber die einzelnen Phasengrenzen hinweg fithren, treten

Phaseniibergéinge auf.. Je nach Art der Phasengrenze und der Richtung der
Uberquerung kennen wir dafiir verschiedene Namen:

flissig — dampfférmig Verdampfen

dampfformig - flissig Kondensation

fest — flissig Schmelzen

flissig - fest Erstarren / Gefrieren

fest - dampfférmig Sublimation

dampfférmig - fest Resublimation
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Fig. 3.2: Projektion der p-v-T-Fldche in die T-v-Ebene
a) Verdampfung

Betrachten wir ein geschlossenes System, bestehend aus 1 kg Wasser bei 20 °C,
eingeschlossen in einem Zylinder (siehe Fig. 3. 3). Uber einen beweglichem
Kolben wird ein konstanter Druck von 1,014 bar ( Atmospharedruck) auf das
System ausgetibt.
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Fig. 3.3: Wassererwdrmung (Verdampjfung) bei konstantem Druck

Im T-v Diagramm (siehe Fig. 3. 2) ist der Anfangszustand des Systems als Punkt.
1 bezeichnet. Er befindet sich innerhalb des flissigen Einphasengebietes. Man
bezeichnet diesen Zustand auch als unterkiihlte Fliissigkeit.

Wir beginnen nun das Wasser zu erwarmen. Dabel nimmt das spezifische
Volumen wegen der thermischen Ausdehnung leicht zu. Bei 100 °C erreichen wir
den Sattigungszustand (Punkt f), das heisst der Dampfdruck des Wassers
erreicht Atmosphéarendruck.

Weitere Warmezufuhr fiihrt zu keiner Temperaturerh6hung, aber es beginnt sich
eine Dampfmenge auszubilden. (siehe Fig. 3. 3b). Dabei nimmt das spezifische
Volumen (bei konstanter Temperatur und Druck) sehr stark zu. Wir befinden
uns im Dampf-flissig Zweiphasengebiet.

Wenn alles Wasser verdampft ist, erreicht man den Zustand des gesattigten
Dampfes (Punkt g). Eine zuséatzliche Warmezufuhr erhoht jetzt wieder
Temperatur und spezifisches Volumen. Diesen Zustand (Punkt s) bezeichnet man
als Uberhitzten Dampf.

Folgen wir einer Isobaren oberhalb des kritischen Punktes, findet kein
Phaseniibergang mehr statt. Es wird nicht mehr zwischen fliissiger und
dampfformiger Phase unterschieden.

Im Phasendiagramm (siehe Fig. 3.4) findet die gesamte Durchquerung des
Zweiphasengebietes im Punkt ca statt

Ein Zustand im Zweiphasengebiet und damit auch die Aufteilung in Dampf und
Flussigkeit ist zwar durch die Angabe von p, v resp. T, v eindeutig bestimmt.
Diese Angabe ist aber unhandlich, da die Aufteilung in Dampf und Flissigkeit
nur indirekt tiber Tabellen ermittelt werden kann.
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Ein bequeme und gebrauchliche Grosse ist die Angabe des Massenanteils des
Dampfes an der Gesamtmasse x: (englisch: ,quality®)

m Dampf +m

flussig

Fur eine bestimmte Grosse von x berechnet sich dann das spezifische Volumen
des Gemisches als:

V(X,T) = v, (T) +x(v, (T) = v, (T))

Der Klammerausdruck auf der rechten Seite bedeutet das Zusatzvolumen des
Dampfes gegentiiber der Flissigkeit.

b) Schmelzen und Sublimation

Den Schmelzvorgang betrachten wir anhand des Phasendiagramms (Fig. 3.4).
Ein Stick unterkiihltes Eis (z.B. —10 °C, Punkt a;) wird langsam erwéarmt, bis er
bei 0 °C zu schmelzen beginnt (Punkt as).Wahrend dem ganzen Schmelzvorgang
bleiben Druck und Temperatur konstant (das Volumen nimmt bei Wasser dabei
ab). Erst wenn alles Eis vollstandig geschmolzen ist, nimmt die Temperatur
weiter zu und man erreicht Punkt as.

Wird der Aufwarmvorgang bei einem Druck unterhalb des Tripelpunktes
durchgefiihrt (siehe Fig. 3.4), geht das Eis beim Phasentiibergang direkt in Dampf
uber, d.h. es findet Sublimation statt (Punkte b1,bz,bs)

Druck
A

kritischer Punkt

Tripelpunkt

v

Temperatur

Fig. 3.4 Zustandsdiagramm fiir Wasser
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3.3 Thermodynamische Zustandsdaten

Zustandsdaten reiner Stoffe liegen in verschiedenen Formen vor wie Diagram-
me, Tabellen oder in Form von Gleichungen. Letztere Form gewinnt immer
mehr an Bedeutung bei der Darstellung der Zustandsdaten in Form von Compu-
terprogrammen.

In den meisten Thermodynamikbiichern liegen diese in Form von Tabellen vor,
weshalb deren Gebrauch von Wichtigkeit ist. Im weiteren beschrianken wir uns
auf die Darstellung der Tabellen fiir Wasser, da deren Aufbau auch fir andere
reine Stoffe massgebend ist.

Bei der Bestimmung von Zwischenwerten der Tabellen kann lineare
Interpolation benutzt werden. Die Auflésung der Tabellen ist so gewéhlt, dass
dies geniigend genau ist.

3.3.1 Druck, spezifisches Volumen und Temperatur

Fur Wasser existieren dazu eine ganze Reihe von Tabellen, namlich (Siehe
Anhang)

e Tabelle des Sattigungszustandes (fliissig und dampfformig mit dem Druck als
Variable)

e Tabelle fiir iberhitzten Dampf

e Tabelle fiir fliissiges Wasser

Es 1st oft vorteilhaft, aus Griinden der Anschaulichkeit diese Tabellen zusammen
mit einer Skizze des T-v oder T-p Diagramms zu verwenden.

Der Gebrauch der Tabellen soll anhand des folgenden Beispiels illustriert
werden:
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Fig.3.5: Prozess-Schritte des Beispiels

Beispiel: (Siehe Fig. 3.5) Wasserdampf ist bei einem Druck von 3.0 MPa und
einer Temperatur von 300 °C (Zustand 1) in einem Zylinder mit beweglichem
Kolben eingeschlossen. Der Dampf wird nun bei konstantem Volumen auf 200 °C
heruntergekiihlt (Zustand 2). Anschliessend wird das Wasser bei konstanter
Temperatur komprimiert bis zu einem Druck von 2.5 Mpa (Zustand 3).

Aufgabe: Zeichnen Sie die Zustiande 1,2 und 3 in einem T-v Diagramm ein (d.h. es
sind die fehlenden Driicke resp. Temperaturen sowie die spezifischen Volumen
v1,v2, v3 zu bestimmen. Bestimmen Sie ebenfalls den Dampfgehalt xo.

Losung: Wir betrachten als geschlossenes System den Wasserdampf allein.

Sowohl der Skizze als auch der Tabelle fiir tiiberhitzten Dampf entnehmen wir,
dass der Zustand 1 (3.0 MPa, 300 °C) im Bereich der tiberhitzten Dampfes liegt.

Fur das spezifische Volumen v; erhalten wir durch Interpolation (zwischen den
Werten fur 280 °C: v =0.0771 m3/kg und 320 °C: v = 0.0850 m3/kg)
vi = %-(0.0771 + 0.0850) = 0.0811 m3/kg

Dieses spezifische Volumen gilt auch fiir den Zustand 2 (Abkiihlung bei
konstantem Volumen). Der Tabelle fiir gesattigten Wasserdampf kann
entnommen werden, dass das spezifische Volumen des geséattigten Dampfes bei
200 °C grosser ist (vg = 0.1274 m3/kg, vi = 0.0012 m3/kg), wir befinden uns
deshalb im Zweiphasengebiet. Der zugehorige Druck betriagt 1.554 Mpa.
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Fur den Zusammenhang zwischen dem Dampfanteil x und dem spezifischen
Volumen haben wir bereits hergeleitet:

V(X,T) = v, (T) +x(v, (T) - v (T))

Damit konnen wir x aus den bekannten Daten berechnen:

V(X T)-v,(T) 0.0811-0.0012
* v, (T)-v,(T) 0.1274-0.0012

=0.633

Im Zustand 2 befinden sich also 63,3% des Wassers in Form von Dampf.

Die Temperatur von 200 °C bei 2.5 Mpa im Zustand 3 liegt unter der
Sattigungstemperatur. Geméass Tabelle fur gesattigtes Wasser liegt diese
zwischen 220 und 230 °C. (Der Tabelle fir flissiges Wasser entnehmen wir 224
°C). Wir befinden uns im Gebiet des flissigen (unterkiithlten) Wassers. Der
entsprechenden Tabelle entnehmen wir fiir das spezifische Volumen:

vs = 1.1555:10-3 m3¥/kg
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TABLE A4 (Continued)
T v u h 5 v s h 5
Tz mikg  kIkp  kIkg klkg- K mikg  kWkg klikg Klkg- K
p = 5.0 bars = 0.50 MPa p = 7.0 bars = 0,70 MPa
(T = 151.86°C) (T = 164.97°C)
Sat. 03749 | 2561.2 | 2487 6.8213 02728 | 2572.5 | 2763.5 6. 7080
180 0.4045 | 2609.7 | 2812.0 6.9656 0.2847 | 2599.8 | 2799.1 6. 7880
2040 0.4249 2642.9 | 2855.4 T.0552 0.2599 26348 | 2B44.8 68865
240 04646 TH07.6 | 29399 7.2307 0.3292 27018 [ 29322 7.0641
280 (.5034 27712 | 30229 T.3865 03574 27669 | 3017.1 12233
320 0.5416 28347 | 3105.6 7.5308 0.3852 28313 [ 3100.9 7.3697
60 0.5794 28987 | 3168.4 76580 0.4126 28058 | 31847 7.5063
4040 0:6173 | 29432 | 3271.9 7.7938 0.4397 | 2960.9 | 3268.7 7.6350
440 0.6548 | 3028.6 | 3356.0 7.9152 4667 | 3026.6 | 3353.3 7.7571
500 0.7109 31284 | 3483.9 8.0873 0.5070 3126.8 | 34817 7.5295
G 0.8041 3299.6 | 3701.7 8.3522 0.5738 | 3298.5 | 3700.2 8.1956
T 08969 3477.5 | 3825.9 8.5952 06403 | 34766 | 39248 8.4391
£ = 10.0 bars = 1.0 MPa p = 15.0 bars = 1.5 MPa
(T = 179.91°C) (T = 198.32°C)
Sat. 01944 | 25836 | 2778.1 6.5865 01318 | 2584.5 | 27922 f.4448
204 0.2060 | 2621.9 | 2R27.9 6.6040 0.1325 | 25981 | 2796.8 6.4546
240 0.2275 | 26929 | 20204 6.B817 0.1483 | 2676.9 | 2899.3 G.6628
2E0 0.2480 | 2760.2 | 3008.2 7.0465 0.1627 | 2748.6 | 29927 6.8351
320 0.2678 2826.1 | 3093.9 T.1562 01765 2817.1 | 308L.9 6.9918
IR0 0.2873 2891.6 | 3178.9 7.3349 0.1899 | 28844 | 31652 7.1363
400 0.3066 2957.3 | 3263.9 T.4651 0,203 2951.3 | 3255.8 T.2690
440 0.3257 30236 | 33493 7.5883 02160 A0LE.5 [ 33425 7.35940
500 0.3541 3124.4 | 3478.5 7.7622 0.2352 | 3120.3 | 3473.1 T.5698
540 (.3729 3192.6 | 3565.6 T.87%) 0.2478 | 3189.1 | 3360.% | - 7.6805
600 .4t 1 3296.8 | 3697.9 8.0290 0.2668 | 32919 [ 3594.0 7.8385
G40 0.4198 3367.4 | 3787.2 81290 0.2793 | 33648 | 37838 | .7.939]
g = 20.0 bars = 2.0 MPa p = 30.0 bars = 3.0 MFa
(T = 212.42°C) (T = 233.90°C)
Sal. 0.0995 | 2600.3 | 2799.5 63400 0.0667 | 2604.1 | 2804.2 6.1869
240 01085 2659.6 | 2876.5 6.4952 0.0682 26197 [ 28243 0.2265
280 01200 | 2736.4 | 2976.4 66828 0.0771 27099 | 28413 G.4467
320 01308 2807.9 | 3069.5 6.8432 0.0850 2788.4 | 30434 6.6245
360 0.1411 2877.0 | 3159.3 G.9917 00623 | 28617 | 3138.7 6.7801
i n1512 20452 | 3247.6 7.1271 (0.0594 2012.8 | 3230.9 5.09212
4d0 16l 3013.4 | 33355 7.2540 Q. 1062 IM2G | 3320.5 T.0520
500 0.1757 3116.2 | 3467.6 T.4317 0.1162 31060 | 34565 7.2338
540 0.1853 | 3185.6 | 3556.1 7.5434 0.1227 | 3178.4 | 3546.6 7.3474
60 0.1596 | 3200.9 | 3890.1 7.7024 0.1324 | 3285.0 | 3682.3 7.5085
40 0.2091 3362.2 | 3780.4 7.8015 0.1333 3357.0 | 37735 T.6106
T 02232 | 3470.9 | 3917.4 T.9487 0.1484 | 3466.5 | 39117 77571
Kopiert mit Erlaubnis des Autors
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Kopiert mit Erlaubnis des Autors
TABLE A-2 (Centinued)

Specific Yolume Internal Energy Enthalpy Entropy
m*/kg ki/kg kJ/kg kJ/kg - K
Temp. Press. Sat. Sat. Sat. Sat. Sat. F Sat. Sat. Sat. | Temp.
°C bars Liquid Vapor Liquid | Vapor | Liquid | Evap. | Vapor | Liquid | Vapor °C
ve X 103 la‘g Uy Uy
| (L0121 - | 12,032 -] 209.32 | 2443:5-| 209.
+| 110146 5| 9,568 1\ [ $:230.21.-| 2450.17| 230.
]41.0172 | “7.671.-. -| 251.11, | 2456.6:|.
110199 | 6.197 272.02 | 2463.1- ]
1.0228 5.042 292.95 | 2468.6 -|
1.0259 4.131 313.90 | 2475.9
; 1.0291 3.407 334.86 | 2482.2
85 .5783 1.0325 2.828 355,84 | 2488.4
%0 7014 1.0360 2.361 376.85 | 2494.5

95 8455 1.0397 1.982 397.88 | 2500.6
0 014 12| 1.0 21,673 -, J418.94 | 2506

; iak| 1461.14 |-
i

1546.02 | 2539.9% 54631

e 25500, 59013
631.68 632.20
674.86 4 | 675.55
718.33 5| 719.21

762,09
806.19

6.0730
6.0019
5.9301
5.8571

0.05013

0.04221
0.03564
0.03017
0.02557

Source: Tables A-2 through A-5 are adapted from K. Wark, Thermodynamics, 4th ed., McGraw-Hill, New York, 1983, as extracted from
J. H. Keenan, F. G. Keyes, P. G. Hill, and J. G. Moore, Steam Tables, Wiley, New York, 1969,
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TABLE A-5 Properties of Compressed Liquid Water

T ox10® u k s v x 10° u h s
°C m¥kg ki/kg Ki/kg K/kg-K m¥kg  ki/kg ki/kg kI/kg-K
p = 25 bars = 2.5 MPa p = 50 bars = 5.0 MPa
(T = 223.99°C) (T, = 263.99°C)
20 1.0006 83.80 86.30 2061 .9995 83.65 88.65 2956
40 1.0067 167.25| 169.77 5715 1.0056 166.95| 171.97| ° .5705
80 1.0280 334.29] 336.86| 1.0737 1.0268 333.72| 338.85 1.0720
100 1.0423 418.24| 420.85 1.3050 1.0410 417.52) 422.72| 1.3030
140 1.0784 587.82] 590.52| 1.7369 1.0768 586.76| 592.15| -1.7343
180 1.126] 761.16] 763.97| 2.1375 1.1240 759.63| 765.25| 2.1341
200 1,1555. | 849.9 | 852.8 | 2.3294 11530 | 848.1 | 853.9 | 2.3255
220 1.1898 940.7 943.7 | - 2.5174 1.1866 938.4 944.4 2.5128
Sat.  1.1973 959.1 962.1 2.5546 1.2859 1147.8 | 11542 2.9202
p = 75 bars = 7.5 MPa p = 100 bars = 10.0 MPa
(T = 290.59°C) (T = 311.06°C)
20  .9984 83.50/ 90.99 .2950 9972 83.36| 93.33 2945
40  1.0045 166.64| 174.18 .5696 1.0034 166.35| 176.38 .5686
80 1.0256 333.15| 340.84| 1.0704 1.0245 332.59| 342.83| 1.0688
100 1.0397 416.81] 424.62 1.3011 1.0385 416.12| 426.50| 1.2992
140 1.0752 585.72| 593.78| 1.7317 1.0737 584.68| 595.42| . 1.7292
180 1.1219 758.13| 766.55| 2.1308 1.1189 756.65| 767.84| .2.1275
220 1.1835 936.2 945.1 | 2.5083 1.1805 934.1 945.9 | . 2.5039
260 1.2696 1124.4 | 1134.0 2.8763 1.2645 1121.1 | 1133.7 2.8699
Sat.  1.3677 1282.0 | 1292.2 3.1649 1.4524 1393.0 | 1407.6 3.3596
p = 150 bars = 15.0 MPa p = 200 bars = 20.0 MPa
(Toe = 342.24°C) (T, = 365.81°C)
20 .9950 83.06 97.99 2934 .9928 82.77| 102.62) .+.2923
40 1.0013 165.76| 180.78 .5666 .9992 165.17| 185.16| - .5646
80 1.0222 331.48| 346.81| 1.0656 1.0199 330.40| 350.80| 1.0624
100 1.0361 414.74| 430.28| 1.2955 1.0337 413.39| 434.06| :1.2917
140 1.0707 582.66| 598.72| 1.7242 1.0678 580.69| 602,04 1.7193
180  1.1159 753.76( 770.50| 2.1210 1.1120 750.95( 773.20| " 2.1147
220 1.1748 929.9 | 947.5 2.4953 1.1693 925.9 | 949.3 2.4870
260 1.2550 1114.6 | 1133.4 2.8576 1.2462 1108.6 | 1133.5 | - 2.8459
300 1.3770 1316.6 | 1337.3 3.2260 1.3596 1306.1 | 1333.3 | . 3.2071
Sat.  1.6581 1585.6 | 1610.5 3.6848 2.036 1785.6 | 1826.3 4.0139
p = 250 bars = 25 MPa p = 300 bars = 30.0 MPa
20 9907 §2.47 107.24 2911 9886 82.17] 111.84 .2899
40 9971 164.60| 189.52 .5626 9951 164.04| 193.89 5607
100 1.0313 412.08| 437.85| 1.2881 1.02%0 410.78 | 441.66| 1.2844
200 1.1344 834.5 862.8 2,2961 1,.1302 831.4 865.3 2.2893

300 1.3442 1296.6 | 1330.2 3.1900 1.3304 1287.9 1 1327.8 | .3.1741

Kopiert mit Erlaubnis des Autors
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3.3.2 Die Enthalpie

In der bisherigen Definition der Energie eines Systems haben wir die innere
Energie U sowie die kinetische und potentielle Energie KE und PE
berticksichtigt, wobei die beiden letzteren oft vernachliassigbar sind. Hingegen
steckt in einem Gas unter Druck eine Energieform, die wir bisher nicht
beriicksichtigt haben. Wir definieren deshalb als neue Grésse die Enthalpie H:

H=U+ pV
Die Grosse p-V bedeutet diejenige Arbeit, die notig ist, um das Volumen V des
Systems gegen die Wirkung des konstanten Aussendruckes p aufzuspannen. Der

deutsche Name der Enthalpie ist ,Warmefunktion®.

Da U, p und V je Zustandsgrissen sind, ist auch die Enthalpie H wieder eine
Zustandsgrosse.

Die Enthalpie lasst sich auch als spezifische Grosse definieren:

Pro Masse: h:ﬂ:u+p-v
m

= H _ —

Pro Mol: h=—=0+p-V
n

Damit sind natiirlich auch die spezifische innere Energie und Enthalpie im
Nassdampfgebiet definiert:

UX) =u; +X-(U; —Ug)=(L-X)-Us +X-U,

und analog:

h(x)=h, +x-(h, —h;) = @=%)-h, +x-h,

Der Differenz hgy — hr kommt eine wichtige Bedeutung zu. Sie stellt die Energie-
(Warme)-menge dar, die einem Fluid zugefiihrt werden muss, um dieses bei
konstantem Druck und Temperatur vom fliissigen in den gasférmigen Zustand
uberzufiihren. Man nennt diese Grosse Verdampfungsenthalpie oder
Verdampfungswdrme hg,.

hte = hg — hr

Referenzzustdande: Die Grossen u und h sind thermodynamische Potentiale,
welche in Bezug auf einen Referenzzustand definiert sind, analog der
potentiellen Energie im Gravitationsfeld. Fir Wasser wahlt man als
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Referenzzustand flissige Sattigung bei 0.01 °C. Fir diesen Zustand wird u=0
gesetzt. Da in Energiebilanzen immer Differenzen zwischen zwei Zustanden uz —
u; oder he — h; auftreten, fallt der Wert des Referenzzustandes weg. Er spielt
keine Rolle und kann willkiirlich gewéahlt werden.

3.3.3 Die Warmemenge und der Begriff der spezifischen Warme

Die exakte Definition des Quantitéatsbegriffes fiir die Warmemenge war eine
miihselige Geschichte. Das Resultat jahrzehntelanger Bemithungen lasst sich
durch die Hauptgleichung der Kalorik zusammenfassen:

AQ=m-c-AT

Die Warmemenge, die einem System zugefiihrt wird ist proportional zu dessen
Masse m und der Temperaturdifferenz AT. Die Proportionalitidtskonstante c ist
die spezifische Warmekapazitat.

Wenn wir einem System Warme zufiihren, konnen wir zwei idealisierte
Grenzfille unterscheiden: Der Prozess wird entweder bei konstantem Volumen
oder bei konstantem Druck durchgefiihrt:

Konstantes Volumen: Bei der Warmezufuhr mit konstantem Volumen wird
keine Arbeit durch Volumeninderung geleistet. Die zugefiihrte Warme andert
nur die spezifische innere Energie u, fir deren vollstandiges Differential wir
schreiben konnen (geméss dem Zustandsprinzip geniigen zwel unabhingige
Variablen fiir die Beschreibung des Systems):

u=u(v,T) deshalb: du :(a_uj dv+[a—uj dT
oV ); ot ),

Da wir einen Prozess mit dv = 0 betrachten bleibt nur der zweite Term auf der
rechten Seite, und wir definieren als spezifische Warmekapazitat bei konstantem

Volumen:
(auj J
c, =|— —
oT ), | kgK

Konstanter Druck: Wird einem System Wéarme bei konstantem Druck
zugeflihrt, wird sich dessen Volumen dndern und es wird Arbeit gegen den
Aussendruck geleistet. Die zugefiihrte Warme fithrt zu einer Anderung der
Enthalpie des Systems:
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h=h(T.p) deshalb  dh=|" dp+(@) oT
op ), or ),

Wir betrachten jetzt einen Prozess mit dp = 0 und es ist wiederum nur der zweite
Term relevant; die spezifische Warmekapazitét bei konstantem Druck wird:

(%), [mxl

cp und ¢y sind Material abhangige Grossen und hédngen zudem von Druck und
Temperatur ab. Fig. 3.6 zeigt ein Beispiel dieser Abhangigkeiten.
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Fig. 3.6: Abhdngigkeit von cp von Druck und Temperatur
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Das Verhaltnis der spezifischen Warmen wird spéter noch eine wichtige Rolle
spielen. Wir fihren dazu ein eigenes Symbol (Kappa) ein:

3.3.4 Naherungen fiir Fliissigkeiten

Verwendung von Daten im fliissigen Sattigungszustand: Wenn wir von einer
Flussigkeit an der Phasengrenze (im Sattigungszustand) ausgehen und den
Druck weiter erh6hen, wissen wir schon aus Erfahrung, dass sich dann das
spezifische Volumen nur noch geringfiigig 4ndert. Analoges gilt auch fir ¢y und
damit u. Tabellenwerte von der flissigen Phasengrenze konnen deshalb mit
guter Naherung auch innerhalb des Fliissig-Gebietes verwendet werden:

v(T,p) = v (T)
u(T,p) = u(T)

Diese Ndherungen kénnen nun fiir die Beschreibung der Enthalpie bei einem
Druck p oberhalb des Sattigungsdruckes psitt angewendet werden.

P=Pgy + Ap
Die Enthalpie wird damit:

h(T,p) = U (T) + (P (T) + AP) -V (T) = U (T) + P (T) - V¢ (T) + Ap - v (T)
=h(T)+v(T)-Ap

Ist der zweite Term auf der rechten Seite genligend klein, kann er vernachlassigt
werden und es gilt:

h(T,p) = h(T)

Bei hohen Driicken oder grossen Anforderungen an die Genauigkeit miissen die
richtigen Daten fur die entsprechenden Zustinde verwendet werden.

Aus den obigen Uberlegungen lisst sich ein Modell fir inkompressible Medien
herleiten, d.h. wenn bei einer Substanz ein Bereich von Zustinden existiert, wo
das spezifische Volumen nur sehr wenig vom Druck abhéngt und die spezifische
innere Energie praktisch nur eine Funktion der Temperatur ist, nennt man das
Fluid (in Bezug auf einen ausgewéahlten Bereich von Zustdnden) inkompressibel.
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Die spezifische Warmekapazitiat kann dann als gewohnliches Differential
geschrieben werden (da u eine alleinige Funktion von T ist):

du
Cv (T) = ﬁ

Fur die spezifische Enthalpie ergibt sich als Konsequenz:
h(T,p)=u(T)+p-v (inkompressibel)

cp ist als Ableitung der Enthalpie nach der Temperatur definiert:

ch du d du
Cp = ( j = + (p : V) = =C,
p

oT), dT dT" /' dT
Die Ableitung des Produktes p-v fallt weg, da wegen der Inkompressibilitit das
Volumen sich nicht d&ndert und der Druck konstant gehalten wird.

Somit gilt fiir inkompressible Fluide: ¢, = cv

Die Differenzen von u und h zwischen zwei Zustdnden kénnen fiir inkompressible
Fluide einfach geschrieben werden:

TZ
u, —u, :In c(T)-dT

T, P2 T,
h,—h, :Ll c(T)-dT+jp1 v-dp :In c(T)-dT+v-(p, —p,)

Viele Prozesse in der Thermodynamik finden in Bereichen statt, wo die
spezifische Warmekapazitat sich nicht oder nur wenig dndert. Die Schreibweise
kann dann weiter vereinfacht werden zu: (inkompressibel, ¢ = konstant)

u,-u, :C‘(Tz_Tl)

hz_h1:C'(TZ_T1)+V'(p2_p1)
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3.4 Die p-v-T Beziehung fiir Gase

Systeme, die fir den Ingenieur von Interesse sind, arbeiten oft vollstandig in der
Gasphase. Die p-v-T Beziehung fiir Gase ist daher von spezieller Bedeutung. Sie
soll deshalb in diesem Abschnitt genauer untersucht werden.

T1

—lg,

gemessen

Ty

Fig. 3.7: Skizze der Grosse p.v/T als Funktion des Druckes fiir ein Gas bei verschiedenen
Temperaturen

Wir betrachten ein Gas, eingeschlossen in einem Zylinder, dessen Volumen tiber
einen beweglichen Kolben verandert werden kann. Das System (Gas) wird zudem
auf einer konstanten Temperatur gehalten. Druck und spezifisches Volumen
werden nun fiir eine grosse Zahl von Zustdnden gemessen und die Grosse p-V/T
berechnet. Tragen wir nun diese Werte in Funktion des Druckes auf, ergibt sich
ein Bild geméss Fig. 3.7. Die bei verschiedenen Temperaturen aufgenommenen
Kurven streben fiir p — 0 alle gegen den exakt gleichen Grenzwert, dies ist eine
experimentelle Tatsache.

F'_-R
lim T
p—0

Wir finden den selben Grenzwert R fiir alle beliebigen Gase. Wir nennen deshalb
R die universelle Gaskonstante. Sie hat den Wert:

kJ
kmol.K

R = 8.314
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Die physikalische Bedeutung des Grenziiberganges p — 0 liegt darin, dass die
Abstande zwischen den Molekiilen sehr gross werden. Die Wechselwirkung
zwischen den Molekiilen (gegenseitige Anziehungskrafte, die durch
elektromagnetische Dipol- oder hhere Momente entstehen) verschwindet. Die
universelle Gaskonstante hat die Dimension einer spezifischen Energie pro
Masseneinheit und pro Temperatureinheit. Im Grenzfall der grossen Abstiande
konnen die Molekiile wie Massenpunkte (Massen ohne Ausdehnung) behandelt
werden und R stellt deren kinetische Energie dar.

Bei einem endlichen Druck und einem realen Gas ist diese Wechselwirkung
vorhanden und das Verhéltnis pv/T wird von R abweichen.
Wir definieren deshalb den Realgas-Faktor (englisch: Compressibility Factor):

o
<

/=

2|
—

Im idealen Fall ohne Wechselwirkung zwischen den Molekiilen wird Z=1.

Die universelle Gaskonstante bezieht sich immer auf die gleiche Anzahl Teilchen,
namlich 1 Mol = 6,02.1023 Teilchen. Anstelle des Molvolumens Vv kénnen wir
auch das massensspezifische Volumen einsetzen: v=vM

Z:p-v-M_ -V

p-v : _
RT (R M)T R-T mit R=

Z| =l

R ist nun eine Gas-spezifische Konstante, welche sich auf 1 kg des Gases bezieht
und deshalb fiir jedes Gas auf eine unterschiedliche Anzahl Teilchen. Sie betragt
z.B. fur Luft R = 287 J/kg.K

Geméss den bisherigen Uberlegungen muss im Grenzfall p — 0 natiirlich gelten:

lim(Z) =1

p—0

Im allgemeinen ist Z eine Funktion von Druck und Temperatur und kann
mathematisch in Form eines Polynoms dargestellt werden:

Z(T,p) =1+B(T)-p+C(T)-p*> +D(T) -p® +....

Die Abhangigkeit vom Druck kann auch ersetzt werden durch eine Abhéngigkeit
vom spezifischen Volumen (Zustandsprinzip!)

B'(T) N C'(T) N D'(T) N
v? v?

Z(T,v) =1+
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Diese Polynom-Darstellungen sind bekannt unter dem Namen , Virialgleichung®
und die Koeffizienten des Polynoms heissen ,,Virialkoeffizienten®. Die
thermische Zustandsgleichung eines realen Gases kann geschrieben werden als:

p-v=Z(T,p)-R-T

Fig. 3.8 stellt den Verlauf des Realgas-Faktors fiir Wasserstoff dar. Man beachte
die starken Anziehungskrafte bei der Kurve fiir 35 K, welche knapp tber dem
kritischen Punkt (Tkrit = 33.24 K) liegt.

L8 = 35 K (63°R)

}.OO K (180°R) 50 K (9OOR)

60 K (108°R)

L 200 K (360°R)

,_.
o

f

h
’__.

300 K (540°R)

0.5

e 100 200
p (atm)

Bild 3.8 Abhingigkeit des Z von dem Druck bei konstanter
Temperatur fiir Wasserstoff

Kopiert mit Erlaubnis des Autors

Fig. 3.8: Realgas-Faktor fiir Wasserstoff

Alle Gase zeigen eine qualitative Ahnlichkeit mit dem Verhalten von
Wasserstoff. Wahlen wir fiir die Darstellung verallgemeinerte Koordinaten, die

uber den kritischen Punkt normiert sind fallen viele Kurven beinahe zusammen.
(siehe Fig. 3.9)
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Fig. 3.9 Verallgemeinerte Darstellung des Realgas-Faktors fiir verschiedene Gase
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Kopiert mit Erlaubnis des Autors
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In Fig. 3.9 ist Z(pr,Tr) dargestellt. Die reduzierten Koordinaten wurden wie folgt
auf den kritischen Punkt normiert:

reduzierter Druck: p, = P reduzierte Temperatur: T, = ik

c c

Fur das reduzierte spezifische Volumen wird fir die Normierung der Wert
eingesetzt, der sich aus der idealen Gasgleichung fiir den kritischen Punkt
ergibt:
, v
VR B —
R- (Tc /pc)

Anhand von tabellierten Werten fir p. und T konnen verschiedene
Darstellungen des verallgemeinerten Diagramms konstruiert werden, so z.B. mit
den Parametern (pr, Tr), (v'r,Tr) oder (pr,v’r). Alle diese Darstellungen sind
(gute) Naherungen. Fiir exakte Ergebnisse miissen die p-v-T Daten der
verschiedenen Gase aus Tabellen beniitzt werden.

Im Bereich des kritischen Punktes variiert Z von Gas zu Gas relativ stark. Der
Wert von Z. liegt im Bereich 0.2 < Z. < 0.33 mit einem Mittelwert von Z. = 0.27.
Der kritische Punkt wird deshalb in der verallgemeinerten Darstellung nicht
sehr exakt wiedergegeben. Eine Verbesserung kann erzielt werden, wenn der
exakte Wert von Z. in die Definition miteinbezogen wird.

Z = f(pR,TR, Zc)
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3.5 Das Modell idealer Gase

Bei einem Gas, dessen Molekiile (oder Atome) keine elektromagnetischen
Momente besitzen, treten auch bei von 0 verschiedenen Driicken (d.h. bei
endlichen Abstdnden zwischen den Atomen/Molekiilen) keine Wechselwirkungs-
krafte auf. Ein solches Gas wird ideales Gas genannt und der Realgas-Faktor
wird dann Z = 1. Wir erhalten somit die ideale Gasgleichung (resp. thermische
Zustandsgleichung fiir ideale Gase):

. p-v )
F Z=—>=1 It -v=R-T
ur R.T g1 p

Edelgase (He, Ne etc.) mit ihren geschlossenen Elektronenschalen besitzen eine
grosse Symmetrie und keine elektromagnetischen Momente. Sie verhalten sich

deshalb nahezu wie 1ideale Gase.

Einige andere gebrauchliche Formen der idealen Gasgleichung sind:

mit v:X p-V=m-R-T
m
mit R:B und v=—— p-V=R-T
M M
: R —
mit m=n-M und R:M p-V=n-R-T
M: Molekulargewicht n: Molzahl

Das ideale Verhalten von Gasen (keine zwischenmolekularen Kréafte) bringt auch
Vereinfachungen fir die innere Energie und die Enthalpie. Wie spater
hergeleitet wird, hidngen beide nur noch von der Temperatur ab. (Der Term p'V in
der Enthalpie kann durch R'T ersetzt werden). Das ideale Gasmodell kann
deshalb wie folgt zusammengefasst werden:

p'V=R'T

u=u(T)
h=h(T)=u(T)+R-T

Wir kénnen nun die Zusammenhénge zwischen innerer Energie, Enthalpie
und den spezifischen Wdrmen im Falle des idealen Gases niher spezifizieren.
Da die innere Energie nur von T abhéngt, ist deren Ableitung nach der
Temperatur ein totales Differential und damit ist (analog zu der Betrachtung der
inkompressiblen Fluids) auch ¢y nur eine Funktion der Temperatur:
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du

CV(T) = ﬁ

— c,-dT =du
Die Integration der obigen Gleichung (durch Separation der Variablen) ergibt:

u(T,) ~u(Ty) = [c, (M) -dT

T

Analoges gilt fur die Enthalpie, welche ebenfalls nur eine Funktion der
Temperatur ist:

Cp(T)=3—: - c,(T)-dT =dh

h(T,)~h(T) = [c,(T)-dT

Tl
Nun gilt aber wegen dem idealen Gasgesetz:

h=u+p-v=u+R-T - ﬁ:d—u+R:cV+R
dT dT

In Bezug auf die spezifischen Wdarmekapazitdten haben wir also die folgende
Beziehung gefunden (pro Gewichtseinheit resp. pro Mol):

»—C, =R c, >C,
_ d.h. ~ _, und R>0
R C, >C,

Wir kénnen nun darauf basierend einige niitzliche Beziehungen zum Verhéltnis
der spezifischen Warmen « herleiten:

_ &M _c,M+R _ ¢, (M)

M= m T M o(M-R

Diese Gleichungen kénnen nun nach cy resp. ¢, aufgelost werden:

_ R o X(DR
k(T) -1 P k(T) -1

¢, (T)

Wiarmekapazitiaten sind stoffabhingige Grossen und missen experimentell
bestimmt werden. Sie sind erhéltlich in Form von Tabellen, Gleichungen
(Polynomen) oder Diagrammen (siehe Fig. 3.10)
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Fig. 3.10 Spezifische Warmekapazitdten verschiedener Gase
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Fir viele in der Technik wichtige Gase stellt die Annahme des idealen Gases eine
sehr gute Naherung dar. Es exsistieren deshalb auch Tabellen fiir diese Gase, die
auf dieser Annahme beruhen.

Fur die Erzeugung der Tabellen fir die Enthalpie gentigt es dann als
Referenzzustand eine Referenztemperatur Trer einzufiihren.

.
h(T) = [c,(T)-dT+h(T,)
TI'E‘f

Fir Gase 1st es sinnvoll, hyef = 0 zu setzen bei Tyer = 0 K. Die tabellierten Werte
fir h in einer idealen Gastabelle sind demnach mit dem folgenden Integral
berechnet worden:

h(T)z]'cp(T)-dT

Viele thermodynamische Prozesse laufen in Temperaturbereichen ab, in denen
sich die spezifischen Warmekapazitiaten wenig dndern. Die Annahme von
konstanten Werten ist dann eine gute Ndherung und fiir u und h kénnen
geschlossene Formeln angegeben werden

u(T,)-u(m)=c,(T,-T,)
h(Tz)_h(Tl) =C, '(Tz _T1)

Ein Gas, das mit dieser Naherung beschrieben werden kann, nennt man
perfektes (in Bezug auf einen bestimmten Temperaturbereich) Gas. Die

konstanten Warmekapazitaten bedeuten genau genommen die iiber das

entsprechende Temperaturintervall gemittelten Werte:

Tjzcv(T).dT ]gcp(T)-dT
Tl _Tl
<Cv>=ﬁ (cs)= T, T,

In vielen Fallen gentigt es auch, als konstanten Wert den Mittelwert zwischen
den beiden Endpunkten einzusetzen.
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Polytrope Zustandsdnderungen fiir ein ideales Gas:

Die polytrope Zustandsianderung wurde bereits friher eingefiihrt. Sie gentigt der
Beziehung:

p-v" =konst. resp. p-V" = konst.
Der Exponent n ist eine reale konstante und heisst Polytropen-Exponent.

Die allgemeine Polytropen-Bezhiehung ergibt im Vergleich von zwei Zustédnden 1

und 2:
p_z:(ﬁ]”
Py Vv,

Der Polytropenexponent kann im Prinzip jeden beliebigen Wert annehmen
zwischen -0 und +w. Fiir ideale Gase sind nun einigen speziellen Prozessen
ausgewihlte Werte fiir n zugeordnet.

Isobarer Prozess, d.h. Prozess mit konstantem Druck (n = 0)

p=konst — p-v°® = konst - n=0

Isothermer Prozess, d.h. Prozess mit konstanter Temperatur (n = 1)

T=konst — R-T=p-v'=Kkonst - n=1

Isochorer Prozess, d.h. Prozess mit konstantem Volumen (n = +o0)

1/n
v=konst — ﬁ:1:£&J N i=o N n = +owo
Vv, P: n

Isentroper (resp. adiabatischer) Prozess, d.h. Prozess mit konstanter
Entropie, bei dem kein Warmeaustausch stattfindet. (n = k = cp/cy)
p-v* =konst - n=x

Die Bedeutung diese Prozesses wird spater diskutiert.
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Mit Hilfe der idealen Gasgleichung kann die Polytropenbeziehung auch in eine
T,v- oder eine T,p-Beziehung umgeschrieben werden:

R-T N Ev“ = konst — T.v"" = Kkonst

p=——-o
\ \

n 1-n
v :E — p(%} =konst — T".p*" =konst — T-p" =konst
p

Unter Verwendung der idealen Gasgleichung kann die Arbeitsleistung bei einem
polytropen Prozess vereinfacht werden:

Allgemein gilt:
n=1: pv1 In(ﬁz}

2 Vi

jpdv:

1 Nep: P2Y2—Pivi
’ 1-n

Nach Verwendung der idealen Gasgleichung werden diese Beziehungen zu

Vo
n=1: RTIn( j
Vi

. n;tl:—R(Tz_Tl)
1—n
3.6 Zustandsgleichungen realer Gase
3.6.1 Einleitung

In Kapitel 3.4 wurde die p-v-T-Beziehung fiir Gase in allgemeiner Form unter
Einfihrung eines Realgas-Faktors Z(T) geschrieben:

p-v
2T
R A1)

wobei die Funktion Z(T) in eine inverse Potenzreihe von v entwickelt werden
kann:
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B(T) , o(T) , D(T) ,

VZ V3 ..........

Z(T) =1+

Die Koeffizienten B(T) etc. nennt man die Virialkoeffizienten. Sind alle diese
Koeffizienten = 0 erhilt man die ideale Gasgleichung. Je mehr zuséatzliche
Koeffizienten beriicksichtigt werden, um so genauer wird die Darstellung der
Zustandsgleichung. Die moéglichen Darstellungen werden deshalb anhand der
Anzahl justierbarer Konstanten in Klassen eingeteilt.

3.6.2 Die Van der Waals-Gleichung

Die bekannteste Darstellung einer Zustandsgleichung fiir reale Gase wurde 1873
von Van der Waals eingefiihrt. Sie beruht auf den folgenden physikalischen
Ueberlegungen:

e Molekiile sind keine punktférmigen Masseteilchen (wie fiir die ideale Gasglei-
chung angenommen) sondern sie nehmen ein minimales spezifisches Volumen
,b* ein (z.B. das Volumen im kondensierten Zustand).

e Zwischenmolekulare Krafte fiihren zu einer gegenseitigen Anziehung bei
kleinen Abstanden und damit zu einer Verringerung des Druckes, welche

durch einen Druckkorrektur-Term ,,— a/ V2 “beriicksichtigt wird.

Die Van der Waals-Gleichung lautet somit (hier in einer Darstellung pro Mol):

pRT_2
V-b Vv

Diese Gleichung enthélt gegeniiber der idealen Gasgleichung zwei zuséatzliche
Konstanten. Bezieht man die van der Waals-Gleichung auf die Zustandsglei-
chung mit Realgasfaktor Z(T) erhélt man (nach Entwicklung in eine Taylor-
Reihe):

_ a’ 2 3
7(T) =" /R_'T 1oy L L
V-b vV v R-T" v 21 v° 3
Die beiden Konstanten a und b konnen mit Hilfe der folgenden Ueberlegung
bestimmt werden:

Der kritische Punkt stellt auf der Isothermen im p-v-Diagramm einen
Wendepunkt dar, deshalb:

2
&l (&)
™) N ),
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Angewendet auf die Van der Waals-Gleichung erhalten wir:

ap R-T, 2a
(——] =———5+—5=0
o) (V-b) Vi

o%p 2R-T, 6a
2 = 3_j=0
v Ty (Vk_b) Vi

Wir kénnen Tk und px als die unabhéngigen Variablen betrachten (welche aus
Messungen bestimmt werden kénnen). vy ist dann eine abhéngige Variable,
welche durch die Vorgabe der beiden anderen bestimmt ist. Neben den beiden
Konstanten a und b miissen wir also auch vk bestimmen koénnen. Die dritte

Gleichung, welche dies ermoglicht, ist die Van der Waals-Zustandsgleichung
selbst:

Auf die Darstellung der Auflésung dieses Gleichungssystems wird verzichtet. Die
Losung lautet:

azzR T (1)
64 p,
b:R.Tk @)
8p,
3R T,
=— 3
“ 8 Py ®)

Wir kénnen uns wieder wie zu Beginn des Abschnittes auf den Realgasfaktor
beziehen, wie er aus der Van der Waals Gleichung resultiert. Wir setzen jetzt
aber die berechneten Grossen fiir a und b ein und fithren gleichzeitig wie in
Kapitel 3 die in Bezug auf den kritischen Punkt normierten Grossen ein, ndmlich
die reduzierte Temperatur Tr und das pseudo-reduzierte Volumen v'r:

T vV
R — &+ R ™ (_ )
Tk R- Tk / Py
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Wir erhalten dann eine verallgemeinerte Darstellung, die von den individuellen
Materialeigenschaften unabhéngig ist:

Vg 27/64
vy, —-1/8 T, -vg

Anstelle der (Z, v’r, Tr)-Darstellung kann auch eine (Z, pr, Tr)-Darstellung
gewahlt werden. Nach einigen Umformungen erhélt man:

2
Z3_ pR +1 ZZ+ 27 pl: Z_ 27 pR3 —
8T, 64-T2 |~ 512-T°

Am Anschaulichsten ist allerdings die (p,v,T)-Darstellung in Polynomform. Man
erhéalt sie durch Ausmultiplizieren der Van der Waals-Gleichung:

V?’-p—vz-(p-b+§-T)+\7-a—a-b:0

resp. nach Einsetzen der kritischen Grossen fur die beiden Konstanten a und b

Vv

p, 8

¥ .p—v2 .(LR T, +§'TJ+V-£ R2T? ~ 27.R3-|;k3 o

64 p, 512-p,
Aus dieser Darstellung erkennt man, dass die Isothermen im p-v-Diagramm
resp. die Isobaren im T-v-Diagramm durch Polynome 3. Grades dargestellt
werden. Die Wahl der Konstanten a und b bewirkt, dass die Isotherme 1m
kritischen Punkt eine horizontale Wendetangente erhélt. Isothermen tiber dem
kritischen Punkt haben ein monotones Gefélle gegen grossere Volumen. Fur
Isothermen im Zweiphasengebiet mit Temperaturen unterhalb des kritischen
Punktes (siehe Fig. 7.1) zeigen die Kurven ein lokales Maximum (Punkt S2) und
ein lokales Minimum (Punkt S3). Die Druckabnahme bei verkleinertem Volumen
von S2 nach S3 ist natiirlich unphysikalisch. Im Zweiphasengebiet fallen
Isothermen und Isobaren zusammen. Das entsprechende Kurvenstiick des
Polynoms muss durch eine horizontale Gerade ersetzt werden und zwar so, dass
die darunter und dartiiber liegenden Flachenstiicke gleich gross sind. Dies ist eine
Folge des zweiten Hauptsatzes, der besagt, dass beim Kreisprozess S1-S2-S3-S4-
S1, der nur mit einem Warmereservoir in Kontakt steht, keine Arbeit geleistet
werden darf. Die Schnittpunkte S1 und S4 bilden die Zweiphasengrenze.
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pll

PKP

Fig. 7.1: Interpretation des Van der Waals-Kurven im Zweiphasengebiet.

Mit Hilfe von Gleichung 3 konnen wir den Realgas-Faktor am kritischen Punkt
berechnen:
‘V, 3

z, =2 Ve _°_ 375
T, 8

|

Gemessene Werte hingegen liegen im Bereich zwischen 0.23 und 0.33. Die Van
der Waals Gleichung ist also speziell im Bereiche des kritischen Punktes nicht
sehr genau. Es wurden deshalb in der Vergangenheit verschiedene
Anstrengungen unternommen, genauere Zustandsgleichungen zu entwickeln.

3.6.3 Verbesserte Zustandsgleichungen

Die Redlich-Kwong-Zustandsgleichung ist eine weitere Gleichung , die auf
nur zwei Konstanten basiert. Sie wurde durch empirische Anpassung entwickelt:

R-T a

V-b v(V+Db)T?

Die beiden Konstanten a und b werden durch die analoge Uberlegung wie bei der
Van der Waals-Gleichung aus dem kritischen Punkt gewonnen:

p=

5252 B.
a=0.42748 R Ty , b =0.08664 R-Ty

P« Py

LTNT - Laboratorium fir 83

Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

tidgendssische Technische Hochschule Ziirich
swiss Federal Institute of Technology Zurich Kap|te| 3

Ebenfalls kann aus dieser Beziehung der Realgasfaktor Z gewonnen werden, hier
dargestellt in Funktion der reduzierten Gréssen v’r und Tr.

A 0.42748
= h—0.08664 (Vi +0.08664)- T3
R ) R ' R

Fur den Realgasfaktor am kritischen Punkt ermittelt man den Wert, Zx = 0.333,
was im Vergleich zur Van der Waals-Gleichung einiges besser im Bereich der
experimentell ermittelten Werte liegt. Die Redlich-Kwong Zustandsgleichung
wird allgemein als die beste Zustandsgleichung bezeichnet, die auf nur zwei
Konstanten beruht.

Modelle mit mehreren Konstanten konnen natiirlich viel besser an die
experimentellen Werte angepasst werden. Thre Handhabung ist dafiir
entsprechend komplizierter. Ein Beispiel dafiir ist die Beattie-Bridgeman-
Gleichung, sie enthélt 5 Konstanten:

RT B v
=t =+ —=+—
P v v v v
wobel
B:B-ﬁ-T—A—c% S:B-b-c-% y:-B-b-ﬁnA-a—B-c-%

Die finf Konstanten a, b, ¢ sowie A und B erhélt man durch numerische
Kurvenanpassung an die experimentellen Werte.
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Kapitel 4: Elemente der kinetischen Gastheorie

Die kinetische Gastheorie beschéftigt sich mit der detaillierten Betrachtung der
stochastischen Bewegung der Molekiile in einem Korper. Am einfachsten ist die
mathematische Analyse des perfekten (einatomigen) Gases. Mit ihrer Hilfe
konnen die wichtigsten makroskopischen Eigenschaften und Phidnomene erklart
werden.

4.1 Molekiilmasse

Eine der grundlegendsten Eigenschaften der Molekiile ist ihre Masse. Sie ist die
Summe der Massen der Atome, aus denen das Molekiil zusammengesetzt ist (es
1st klar, dass bei der Bildung von Molekiilen, dhnlich wie bei der Bildung von
Atomkernen, Energie freigesetzt wird, was iiber die Beziehung E = m-c? zu einem
Massendefekt fiihrt, so dass strenggenommen die Molekiile weniger Masse
aufweisen, als die Atome aus denen sie bestehen zusammengenommen. Bei der
chemischen Bindung ist dieser Massendeffekt jedoch vernachlassigbar klein). Die
Atommassen sind bekannt und lassen sich z.B. aus dem Periodensystem der
Elemente entnehmen. Meist werden relative Massenzahlen angegeben.
Bezugspunkt ist die Masse des Kohlenstoffatoms, dessen Massenzahl auf 12
festgelegt wurde. Die Masse des Kohlenstoffatoms betriagt 1.992646-10-26 kg, so
dass eine relative Atommasseneinheit 1.6605388:10-27 kg entspricht. Die relative
Molekiilmasse ist die Summe der Massenzahlen der beteiligten Atome und wird
auch molare Masse oder Molmasse genannt. Ein Mol einer bestimmten Substanz
ist als diejenige Menge definiert, deren Masse in Gramm einen Zahlenwert
aufweist, der gleich der relativen Molekiilmasse ist. Ein Mol (mol) Kohlenstoff
sind demnach 12 g dieses Elements, ein Mol Kohlendioxid ca. 44 g, ein Mol
Wasser ca. 18 g usw. Analog ist das Kilomol (kmol) auf der Basis der Masse in
Kilogramm definiert.

Ausgehend von der Definition der molaren Masse wird sofort klar, dass ein Mol
bzw. ein Kilomol einer bestimmten Substanz stets die gleiche Anzahl von
Molekiilen enthalt, unabhangig davon, welche Substanz wir vor uns haben. Die
Anzahl ist gleich dem Kehrwert der Masse, die der relativen Atommasseneinheit
entspricht, und wird Avogadro-Konstante genannt:

Na =6.02214179-1026 1/kmol = 6.02214179-1023 1/mol (4.1)

Um zu ermitteln, wieviel Molekiile in einer vorgegebenen Menge einer
bestimmten Substanz enthalten sind, bendtigt man die Molmasse M. Fiir eine
Masse m erhélt man die Anzahl der Molekiile zu:

N=—"-Nj (4.2)

m
M
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An dieser Stelle kann die erste elementare Zustandsgrosse eingefithrt werden:
die Dichte. Die Anzahl der in einem bestimmten Volumen vorhandenen
Molekiile, bezogen auf das Volumen selbst, wird als Molekiildichte bezeichnet:

m 1
N=—-N, -— 4.3
M VAT (4.3)

Sie hat die Masseinheit 1/m?®. Die Dichte selbst ist die auf das Volumen bezogene
Masse definiert und hat die Masseinheit kg/m?. Die reziproke Grosse heisst
spezifisches Volumen und hat die Masseinheit m®kg:

p:v bzw. v=— (4.4)

In GI. (4.3) kann die Masse m und das Volumen V demzufolge durch die Dichte
ersetzt werden, wodurch der Zusammenhang zwischen Molekiildichte und
"Massen"-Dichte erhalten wird:

n= N, (4.5)

P
M
Spéater wird nochmals auf die Dichte als Zustandsgrosse eingegangen werden.
4.2 Wechselwirkungen zwischen Molekiilen und Molekularbewegung

Molekiile befinden sich, unabhingig vom Aggregatzustand der betrachteten
Materie, in stdndiger Bewegung. Diese Bewegung ist fundamental und
unabhéngig von der Bewegung des betrachteten Korpers insgesamt. Jedes
einzelne Molekiil hat zu jedem Zeitpunkt eine Geschwindigkeit W; mit den

Komponenten wy i, wyi und w; in jeder der drei Koordinatenrichtungen. Die
Bewegung ist ungeordnet und von stochastischer Natur, da standig
Wechselwirkungen mit anderen Molekiilen stattfinden, bei denen sich Richtung
und Betrag der Geschwindigkeit Andern. Der mittlere Geschwindigkeitsvektor
eines grossen Ensembles von Molekiilen, d.h. einer makroskopischen
Ansammlung von Materie ist in sehr guter Naherung Null, wenn die
Geschwindigkeiten W, auf ein Koordinatensystem bezogen sind, in dem der

betrachtete Korper sich in seiner Gesamtheit in Ruhe befindet:

N —
W, =0 (4.6)
i=1

Die Naherung ist umso genauer, je grosser die Anzahl N der beteiligten Molekiile
ist. Wenn N klein ist, z.B. im Fall mikroskopisch kleiner Partikel oder Tropfchen,
kann die Abweichung von N so gross werden, dass eine stochastische Bewegung
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des Teilchens insgesamt beobachtet werden kann. Dies ist die bekannte
Brown'sche Molekularbewegung, die spater noch ndher betrachtet wird.

Durch die von Null verschiedene Geschwindigkeit verfiigt jedes einzelne Molekiil
uber kinetische Energie. Parallel zu dieser Translationsbewegung kénnen
mehratomige Molekiile auch eine Rotationsbewegung ausfithren. Bei der
Translation verschiebt sich das Molekil als Ganzes im Raum, d.h. die
Koordinaten seines Schwerpunkts dndern sich. Bei der Rotationsbewegung
kreisen die Atome um den Schwerpunkt des Molekiils, ohne dabei zur
Translationsbewegung beizutragen. Hinzu kommt ferner, dass die Atome im
Molekiil um ihre Gleichgewichtsposition schwingen konnen. Sowohl die
Rotationsbewegung als auch molekulare Schwingungen verkorpern kinetische
Energie, die zu der in der Translationsbewegung vorhandenen hinzukommt.
Die gesamte, der stochastischen Bewegung der Molekiile enthaltene kinetische
Energie nennen wir thermische Energie. Ohne im Moment nidher auf den
Begriff der Temperatur einzugehen, wird festgestellt, dass die stochastische
Bewegung mit wachsender Temperatur starker und mit abnehmender
Temperatur schwicher wird.

Abstos- Die Wechselwirkungen
Ls ung Anziehung zwischen den Molekiilen
ot » sind elektrodynamischer

- Kraftwirkung Natur. Wenn sich zwei

Molekiile nahe genug
Potentielle Energie beieinander befinden, treten
aufgrund der inhomogenen
Molekiil-Abstand Verteilung der elektrischen
» Ladungen im Molekiil bzw.
1m Atom (Elektronenhiille
negativ - Kern positiv)
elektrostatische Kraftwir-
kungen auf, die mit Ver-
ringerung des Abstands

Fig. 4.1: Kraftwirkung zwischen sich annihernden Molekii- starker werden (Abb. 4.1).
len und daraus resultierende potentielle Energie Dabei kommt es zuerst zu

einer Anziehung der
Molekiile, mit weiterer Verringerung des Abstands dann zu einer Abstossung.

Das elektrostatische Feld, welches die Kraftwirkung zwischen den Molekiilen
verursacht, ist ein Potentialfeld. Bei Anndherung zweier Molekiile wird durch die
Anziehung potentielle Energie in kinetische Energie umgewandelt, Das Potential
verringert sich. Bei weiterer Anndherung dndert sich das Vorzeichen der Kraft
und das Potential steigt an. Die Kraft ist gleich der Ableitung des Potentials
nach dem Abstand zwischen den Molekiilen:
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dE r
F=— 7 baw. AE,, = [F-dr (4.7)

Somit korrespondiert das Minimum des Potentials mit dem Abstand, auf dem die
Kraftwirkung null wird, d.h. mit dem Punkt, wo sich die anziehende und die
abstossende Wirkung gegenseitig aufheben.

Je nach dem mittleren Abstand und der mittleren kinetischen Energie der
Molekiile konnen diese Wechselwirkungen verschieden stark ausgepragt sein
und so unterschiedliche makroskopische Eigenschaften des betrachteten Kérpers
hervorbringen. Die eingangs beschriebenen Aggregatzustinde der Materie lassen
sich qualitativ mit den Kraftwirkungen zwischen den Molekiilen erkléaren.

4.3 Thermische Energie

Es wird davon ausgegangen, dass jedes einzelne Molekiil zu jedem Zeitpunkt
eine Geschwindigkeit W; mit den Komponenten wy;, wyi und wz;i inne hat. Durch

die stédndigen Kollisionen der Molekiile untereinander hat die Molekiilbewegung
einen stochastischen Charakter und die Geschwindigkeiten dndern sich stindig.
Wie bereits gezeigt wurde, ist der Mittelwert der Geschwindigkeiten der
Molekiile mit sehr guter Naherung Null, sofern sich die einzelnen
Geschwindigkeiten auf ein Koordinatensystem beziehen, in dem sich der
betrachtete Korper in Ruhe befindet (Gl. 1.6).

Durch die Tatsache, dass jedes Molekiil eine individuelle, von Null verschiedene
Geschwindigkeit und eine Masse besitzt, verfiigt es tiber einen bestimmten
Betrag an kinetischer Energie. Aus der Mechanik wissen wir, dass die kinetische
Energie sich wie folgt ausdriicken lasst:

My -, m : _ m—
Ein.i :TM-wiz :T'\"-wi2 wobei w; = ;| = VW - W (4.8)

Mit mym wird hier und im Weiteren die Masse eines einzelnen Molekils
bezeichnet. Die Summe

E. — N My 2
th =D Wi (4.9)

1st im Gegensatz zur Summe der Geschwindigkeiten nicht Null. Das bedeutet,
dass die stochastische Bewegung aller Molekiile zusammengenommen eine
endliche Menge kinetischer Energie reprasentiert. Wie bereits erwdhnt, nennen
wir diese kinetische Energie thermische Energie. Da hier ein einatomiges Gas
betrachtet wird, gibt es keine weiteren Komponenten (Rotation, Molekil-
schwingungen), die zur kinetischen Energie des Molekiils beitragen.
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Die mittlere kinetische Energie pro Molekiil erhilt man per Division durch die
Anzahl der Molekiile:

— 1 m my o
Eth :NZ—MW? :TM'WZ (410)

Hierbei ist w? der Mittelwert des Quadrats der Geschwindigkeiten der
Molekiile. Es kann ferner eine spezifische thermische Energie e definiert
werden, die sich aus der thermischen Energie bezogen auf die Gesamtmasse des
betrachteten Gases ergibt:

2 2

N
t ‘
e p— —_— —_—— 4.11
th ] E 2 ( )

4.4 Temperatur

Die (absolute) Temperatur beschreibt die mittlere kinetische Energie pro
Teilchen und "Bewegungstyp". Die Bewegungstypen, Freiheitsgrade genannt,
setzen sich zusammen aus den Bewegungen entlang der drei Raumachsen
(Translation), den moéglichen Drehbewegungen (Rotation), sowie den
Schwingungsmoglichkeiten der Teilchen (Vibration). Im Fall des in diesem
Kapitel betrachteten perfekten Gases existieren nur drei Freiheitsgrade - die der
Translationsbewegung.

Die gesamte kinetische Energie der Molekiile ldsst sich in Anteile zerlegen, die
aus jeder der drei Geschwindigkeitskomponenten resultieren:

N 2
W XI +Wy| +W2|
Ein = mMZ_ZI = mMz
= (4.12)
N W2' .
z,|
= Eth,x + Eth,y + Eth,z

i=1

Durch die stidndigen Kollisionen der Molekiile des perfekten Gases kommt es zu
einer standigen Umverteilung der kinetischen Energie zwischen den beteiligten
Molekiilen. Durch den stochastischen Charakter der Zusammenstésse zwischen
den Molekiilen, bei denen keine Richtung im Raum bevorzugt wird, strebt das
Gas einem Zustand zu, bei dem die Anteile der thermischen Energie, die den ein-
zelnen Freiheitsgraden zugeordnet sind, sich angleichen. Aus Ehx= Ewhy= Etn,
folgt:

LTNT — Laboratorium fiir 89
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

tidgendssische Technische Hochschule Ziirich

Swiss Federal Institute of Technology Zurich Kapitel 4
. E 1
imEy, =—"=N-Z.kg-T
50 th,x 3 2 B
. E 1
imEy,=—"=N-Z-kg-T 4.13
o Y3 2 P (4-13)
. E 1
IimEy, =—0 =N-Z-kg-T
to> 23 2 B

Hierbei ist T die absolute Temperatur und kg die Boltzmann-Konstante. Letztere
wird benotigt, um die Temperatur in Kelvin (K) ausdriicken zu kénnen. Im
Grunde genommen konnte die Temperatur in Einheiten der Energie, also in
Joule (J) angegeben werden. Die Boltzmann-Konstante hat den Wert kg =
1.3806505-10-23 J/K. 2:kp ist eigentlich nichts anderes als eine Umrechnungs-
konstante fiir die beiden Masseinheiten J und K, die fiur die Temperatur
verwendet werden kénnen.

Die Temperatur ist allgemein gleich der thermischen Energie dividiert durch die
Anzahl der Freiheitsgrade f. Damit erhalt man eine Beziehung, die auch fir
mehratomige Gase, in denen die Molekiile tiber mehr als drei Freiheitsgrade
verfiigen, gultig ist:

f

kg -T
Eth=N-§~kB-T bzw. ey, = — —2

r
2 My

(4.14)

Warum verkorpert die Temperatur nur die thermische Energie bezogen auf die
Anzahl der Freiheitsgrade? Wir werden sehen, dass die Temperatur diejenige
Zustandsgrosse ist, die das thermische Gleichgewicht beschreibt. Wenn zwei
Korper bzw. Systeme die gleiche Temperatur aufweisen, sind sie im thermischen
Gleichgewicht, was bedeutet, dass kein Austausch von thermischer Energie
zwischen ihnen stattfindetlll. Der Austausch thermischer Energie geschieht
durch die Ubertragung von Bewegungsimpuls von Molekiil zu Molekiil. Bei
diesem Prozess kann nur der auf die Richtung projizierte Anteil des Impulses
ubertragen werden, in der sich Molekiile aufeinander zu bewegen, mithin also
der Anteil, der einem Freiheitsgrad entspricht.

4.5 Die Maxwell-Verteilung der Geschwindigkeit der Molekiile
Die Aufteilung der kinetischen Energie bzw. der Geschwindigkeit auf einzelne

Molekiile innerhalb eines grossen Ensembles kann durch eine Wahrschein-
lichkeitsdichteverteilung wiedergegeben werden. So beschreibt die Funktion

1 Wenn zwei Korper mit gleicher Temperatur in Kontakt gebracht werden, kommt es auf mikro-
skopischer Ebene immer zum Austausch von kinetischer Energie der Molekile. So kann zuf#llig
ein schnelleres Molekiil des ersten Korpers mit einem langsameren des zweiten zusammen-
stossen, wobei Energie vom ersten auf den zweiten Korper tibergeht. Da die Temperatur die
mittlere kinetische Energie in der Richtung des stattfindenden Austauschs beschreibt, ist jedoch
die Wahrscheinlichkeit, dass ein solcher Energielibertragung in der Gegenrichtung stattfinden,
gleich gross. Im Mittelwert wird keine thermische Energie Ubertragen.
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Y (w) 2] wie gross die Wahrscheinlichkeit P ist, dass ein Molekiil eine
Geschwindigkeit wi aus dem Intervall [w,w+dw] besitzt:

P(w<w, <w+dw)=Y(w)-dw (4.15)

Hierbei ist wi der Betrag des Geschwindigkeitsvektors w; (s. G1.4.8). Da die

Geschwindigkeit eine vektorielle Grosse ist, konnen die einzelnen Komponenten
in den Raumrichtungen im Allgemeinfall unterschiedliche Wahrscheinlichkeits-
dichteverteilungen aufweisen. Nach gentiigend langer Zeit nimmt die Wahr-
scheinlichkeitsdichteverteilung der Geschwindigkeit der Molekiile in einem
System eine zeitunabhingige Form an. Man spricht von einer Gleichgewichts-
verteilung. Das Erreichen dieses Gleichgewichtszustands dauert in der Realitat
meist nur wenige Mikro- bis Millisekunden. Durch den stochastischen Charakter
der Zusammenstosse zwischen den Molekiilen, bei denen keine Richtung im
Raum bevorzugt wird, weisen die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors im
Gleichgewichtszustand identische Verteilungsfunktionen auf:

Yx (W) =Yy (w) =Y, (W) =¢p(w) (4.16)

Die Wahrscheinlichkeit, ein Molekiil mit dem Geschwindigkeitsvektor W, im
Intervall [W,W + dW] vorzufinden, betragt

Y (W) -dw = o(wy ) - (P(Wy) o(W;) - dwy 'dWy -dw, (4.17)

Da im Gleichgewichtszustand keine Raumrichtung bevorzugt wird, muss die
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Vorfinden einer bestimmten Kombination der
drei Geschwindigkeitskomponenten nur eine Funktion vom Betrag der
Geschwindigkeit sein:

ol )-ofwy )-ofuw, )= D)= o {wZ + w} +w? | (4.18)

d.h. die Wahrscheinlichkeitsdichte, ein Molekiil mit dem Geschwindigkeitsvektor
W, vorzufinden, der aus den Komponenten wy 1, wy,1, w1 gesteht, muss gleich der

Wahrscheinlichkeitsdichte fiir W, sein, wenn die Betrége beider Vektoren gleich

2

sind, d.h. wenn \/W)Z(1 +W W, :\/W)z(2 +W;,+W;, ist.

Die Funktionalgleichung (4.18) wird durch den Ansatz einer Normalverteilung

o(x)=a-e @(x)=ad.e (4.19)

2 Haufig wird W als Formelzeichen fir eine Wahrscheinlichkeitsdichte verwendet. Da W aber
spéater fur die mechanische Arbeit benétigt wird, wurde hier Y gewéhlt.
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gelost, wie durch Einsetzen von Gl. (4.19) in Gl. (4.18) gezeigt werden kann:

2 w2 2
—b»(wx Wy +W, )

B, )-p(w,)-p(w,)=a-e™ a-e™" a-e™ =a’ e =OW)  (4.20)

Es kann gezeigt werden, dass keine andere Funktion als die Normalverteilung
in der Lage ist, die Funktionalgleichung (4.15) zu l6sen.

Zu beachten ist, dass die Funktion ®(w)=a’ e lediglich die Wahrscheinlich-

keit beschreibt, dass eine bestimmte Kombination der einzelnen Geschwindig-
keitskomponenten wx, wy, w, auftritt, die den Betrag w ergibt. Es gibt jedoch eine
Vielzahl von Kombinationen der Geschwindigkeitskomponenten wx, wy, w,, die zu
dem gleichen Betrag des Geschwindigkeitsvektors fiihren. Die
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir einen bestimmten Betrag der Geschwindigkeit ist
das Integral tiber alle diese Kombinationen:

Y (w)= I ¢(WX)-¢(Wy)-¢(wz)dWXdWydWZ = I @ (w)dw,dw, dw, (4.21)
W+ 40 we W 46w

Da ®(w) nicht von wx, Wy, W5, sondern nur von W =,/wj +Ww; +Ww; abhéngt, eine

Grosse, die bei der Integration unverandert bleibt, kann ®(w) vor das Integral
gezogen werden. Das Integral selbst ergibt die Oberflache einer Kugel mit dem
Radius w:

Y(w)=d(w)- jdwxdwydwZ = 4n-w? - d(w) (4.22)

w:,/w§+w§+w§

Die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Geschwindigkeit der
Molekiile in einem perfekten Gas hat folglich die Gestalt

2

Y(w)=a%-4r-w?-e?" = A.w?.e " (4.23)

Da die Konstante a zunichst unbekannt ist, kann sie mit 4n zu einer neuen
Konstante A zusammengefasst werden. Es bleibt nun, die Konstanten A und b zu
ermitteln. Hierzu kann auf zwei Feststellungen zurtickgegriffen werden. Erstens
muss das Integral iiber die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung im Intervall
[0,0] eins ergeben, da die Wahrscheinlichkeit, ein Molekiil in diesem
Geschwindigkeitsintervall anzutreffen, gleich Eins ist:

1 (4.24)

j\((w)-dw:jA-wz-e‘b'W2 dw =A- ‘/5/2 =
0 5 4b
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. .. . T 2,2 n+1 . g
Hierbei ist das bestimmte Integral _[X” e dx = F( ; j/Zr"+1 , wobei die I'-
0

Funktion, eine Verallgemeinerung der Fakultét fir reelle bzw. komplexe
Argumente, in dem hier erforderlichen Spezialfall unter Nutzung einer

rekursiven Darstellung wie folgt berechnet werden kann: I'(1/2) = Jr und
I(x+1)=x-T(x).

Zweitens kann mit Hilfe der Verteilungsfunktion die spezifische thermische
Energie im System ausgedriickt werden. Die Summe in GI. (4.11) wird dabei
durch das folgende Integral angenéhert:

2
oy Y(w)-dw = I_ A-w? eV gy =A. 3n
2 16

—b5/2 (4.25)

1N w2
e =—» —
th N§2

IR
O —8

Durch Division von GI. (4.25) durch Gl. (4.24) kann zunéchst die Konstante A
eliminiert werden. Man erhalt:

I _ 3 und somit b= 3 (4.26)
4.b 4-e,
Nun kann die Konstante A aus Gl. (4.24) ermittelt werden:
3/2 3/2
A= 4b — 3/24 (Ej = 4 T = 3/42 (4.27)
Jiooef?dn \4) (4360 )2V (e /6)7%8VBYR
Die Verteilungsfunktion ist somit
3w

Y (W) = 4 w?.g 4em (4.28)

(4/3 “Cth )3/2\/;
Fur das hier betrachtete perfekte Gas gilt f = 3 und entsprechend GI. (4.14):

Em 3 kgT

e = = 4.29
0y 2 my, (4.29)
Somit kann die Verteilungsfunktion auch wie folgt geschrieben werden:
2 (m, " T W
Y (w) :\/:. Mol w?ee 2T (4.30)
t (KgT
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Abgeleitet wurde die Verteilungsfunktion Gl. (4.30) im Jahre 1860 von James
Clerk Maxwell und Ludwig Boltzmann. Sie heisst deshalb Maxwell-Boltzmann-
Verteilung.

3.50E-03 -
3.00E-03 d;h‘ .............................................
\

10| 0 T LT T SUSIN S S
£ ——He
a 2 00E-03 4 , .............................................. - CH4
% 150803 |/ )i : N2
> | ." ‘!'I ke ci2 |

1.00E-03 --briergioees

5.00E-04 | /7 A

0.00E+00 Her e T =
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3.00E-03 : : :
E 250E-03 - SO DU O foreenrnenns S— —100
@ ; : e 200
5 2.00E-03 i+ . _ o
¥ 1.50E-03 400

1.00E-03 1+

5.00E-04 {4/
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Abb. 4.2 Geschwindigkeitsverteilungen der Molekiile fiir verschiedene Gase bei 273.15 K (0 °C)
nach Gl. 1.30 (links) und fur Stickstoff (N2) bei unterschiedlicher Temperatur (rechts,
Parameter: T, K)

In Abb. 4.2 (links) sind Geschwindigkeitsverteilungen dargestellt, die mit GI.
(4.30) berechnet wurden. Dabei wurde die Molmasse von 4 (Helium) bis ca. 70
(Chlorgas, Clo) variiert. Bei gleicher Temperatur sind die Molekiile des Heliums
etwa 4 mal schneller, als die des Chlors.

Den Einfluss der Temperatur erkennt man in Abb. 4.2 (rechts), wo die Maxwell-
Boltzmann-Verteilung fiir Stickstoffmolekiile unter Variation der Temperatur
von 100 bis 400 K dargestellt sind.

Interessant ist die Frage nach der mittleren Geschwindigkeit, nach dem des
quadratischen Mittelwert, der auch RMS-Wert genannt wird (RMS-Wert = Root-
Mean-Square = Wurzel aus dem Mittelwert der Quadrate der Geschwindigkeit).
Die mittlere Geschwindigkeit erhélt man durch Integration der Geschwindigkeit
w gewichtet mit der Wahrscheinlichkeitsdichte ihres Auftretens:

0 © 5 m 3/2 _My W™
W:JW-Y(W)-dW:IW- S wlie 2 k8T gw (4.31)
T kBT
0 0
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Das Integral kann durch die Substitution w-dw = d(w?/2) vereinfacht werden:

3/2 2 2 _my w? 2
wo |2.[Mmm ) [keT 2. [ I WO g kaT 2 g M WO
T kBT My 0 kBT 2 kBT 2 (432)
g.@.]}x.e_x.dx
T My 0

Das Integral kann partiell integriert werden und ergibt nach Einsetzen der
Integrationsgrenzen den Wert 1. Damit ist die mittlere Geschwindigkeit der
Maxwell-Boltzmann-Verteilung

=l

(4.33)

8 KeT
T My

Der Mittelwert der Quadrate der Geschwindigkeit wird analog erhalten, indem
uber w? gewichtet mit der Verteilungsfunktion Y(w) integriert wird:

my w2

0 o 3/2 A
W2= W2-Y(W)-dW: W2- E m_M .W2.e 2 kBT.dW (434)
kgT

0 0 T \"s

In diesem Fall ist das Ergebnis trivial, denn nach Gl. (4.25), die als Randbedin-
gung zur Ermittlung der Konstanten A diente, erhélt man als Ergebnis des
Integrals in Gl. (4.34) sofort 2etwn. Die spezifische thermische Energie ist mit der
Temperatur gem. Gl. (4.29) verkniipft. Der Mittelwert des Quadrats der
Geschwindigkeit und der RMS-Wert sind somit

w?=2.e, =3- K61 [7 _rmsw)= [3.XeT (4.35)
My My

Ein weiterer charakteristischer Wert ist die Geschwindigkeit wmax, bel der die
Wahrscheinlichkeitsdichte maximal ist. Dieser wahrscheinlichste
Geschwindigkeitswert kann durch und Nullsetzen der Ableitung der
Verteilungsfunktion berechnet werden:

dy > (m 3/2 _Mm Wmax m _Mm Wnax

2 _ |2 2M . 2Wmax .e 2 kgT _2Wmax3 M e 2 kgT | _ 0 (4.36)
dw n (kgT 2kgT
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Nach Umstellung erhalt man:

kgT
W nax = 2-mi (4.37)
M

Die charakteristischen Geschwindigkeitswerte unterscheiden sich lediglich in
einem Faktor vor dem Ausdruck /2kgT/my, . Der Faktor betragt 1 fiir Wmax,

VA1 =11284 fur W und 4/3/2 =1,2247 fir \/F. Die Geschwindigkeitswerte sind

demnach wie folgt gestaffelt: W, <W <Vw? . Ihre Lage l4sst sich am besten

darstellen, wenn man die Maxwell-Boltzmann-Verteilung tiber einer mass-
einheitenlosen Geschwindigkeit w* = w/wnax abtragt. Der so erhaltene Graph der
Verteilung (Abb. 4.3) ist universell und nicht von der Molekilmasse bzw. der
Temperatur abhéangig.

00 054 1.0 15 20 25 30

Abb. 4.3 Lage der charakteristischen Geschwindigkeitswerte der Maxwell-Boltzmann-Verteilung

4.6 Der Druck

Wenn die Molekiile eines Gases bei ihrer stochastischen Bewegung auf eine
Wand treffen, so werden sie dort reflektiert und ibertragen mechanischen
Impuls auf die Wand, der eine Kraftwirkung zur Folge hat. Die aus der Kollision
von sehr vielen Molekiilen hervorgehende Kraft bezogen auf die Flacheneinheit
wird Druck genannt:

p= (4.38)

F
A
Da die Masseinheit der Kraft Newton [N] ist (1 N = 1 kg-m/s?), hat der Druck die
Masseinheit kg/(m-s?). Sie wird Pascal genannt (1 Pa = 1 kg/(m-s?)). Fur
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technische Anwendungen gibt es Kilopascal und Megapascal (1 kPa = 1000 Pa,
1 MPa = 108 Pa). Oft wird noch die Einheit bar benutzt (1 bar = 105 Pa).

Die Molekiile treffen aus unterschiedlichen
Richtungen und mit unterschiedlicher Geschwin-
digkeit auf die Wand. Die Geschwindigkeitsver-
teilung ist durch die Maxwell-Boltzmann-
Verteilung vorgegeben, wogegen die Richtung
tiber den Raumwinkel gleichverteilt ist, d.h. alle
Richtungen treten mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit auf. Wenn ein Molekiil mit einer
Geschwindigkeit w unter eine Winkel von © auf

die Wand trifft, so wird das Teilchen unter dem x-Richtung |
gleichen Winkel reflektiert (Einfallswinkel = Abb. 4.4 Kollision eines Mole-
Ausfallswinkel). Dabei kehrt sich die Ge- kiils mit einer Wand

schwindigkeitskomponente in Richtung

senkrecht zur Wand um (s. Abb. 4.4). Im

welteren bezeichnen wir, wie in Abb. 4.4

geschehen, die Richtung senkrecht zur Wand als x-Richtung. Bei der Kollision
eines einzelnen Molekiils wird somit ein Impuls von

IO :Z'm'WX (439)
auf die Wand tibertragen. Mit dem Einfallswinkel ® ergibt sich:
lo =2-m-w-cos(0) (4.40)

Bei der Berechnung des Impulses der von einer grossen Anzahl Molekiile
verursacht wird, ist zu bertlicksichtigen, dass

e die Geschwindigkeiten der Molekiile
der stochastisch verteilt sind und der
2nsin(@)yd®  ©Maxwell-Boltzmann-Verteilung Gl. (4.30)
4z gehorchen und
e dass die Molekiile sich in allen
Raumrichtungen mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit bewegen.

de,

Betrachten wir zunéichst alle Molekiile, die

sich mit einer konstanten Geschwindigkeit

wo bewegen. Der Raumwinkel, aus dem

Molekiile unter einem Winkel aus dem

Intervall von © bis ®+d® auf die Wand

Abb. 4.5 Raumwin}{el fir alle Molekiile zufliegen, betrigt 2nsin(®)-d® (Abb. 4.5). Da
aus der Richtung © die Einheitskugel einen Raumwinkel von 4n
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umfasst, betragt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen aus dem genannten
Winkelintervall kommt

2nsin(0)-d0 _ 1 6). 4o (4.41)
47 2

Die Anzahl der Teilchen, die in einem Zeit-
| cos(©)dA intervall dt auf eine Fliche dA der Wand
dA prallen, ist gleich der Anzahl der Molekiile,
die sich in einem zylindrischen Volumen
mit der Grundfliache dA' = cos(®)-dA (Abb.
4.6) und der Liange wo-dt befinden,
multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit
nach Gl. (4.41). Bei einer mittleren
i Z Molekildichte des Gases n erhilt man die
Abb. 4.6  Projektion des Wandelements ~ Anzahl der Teilchen No in dem genannten

dA auf die Richtung © zylindrischen Volumen zu

No=n-dV=n-L-dA’=n-w,-dt-cos(®)-dA (4.42)

Der Impuls, der auf die Flache dA im Zeitintervall dt von Molekiilen tibertragen
wird, die mit einer Geschwindigkeit von wo ankommen, wird erhalten, indem der
Impulsbeitrag eines einzelnen Molekiils mit der Anzahl der in Richtung Q auf die
Wand zufliegenden Molekiile multipliziert und das Produkt tiber das
Winkelintervall von 0 bis 7/2 integriert wird:

/2
di= [ 1o-N %sin((a)-d@ (4.43)
0

Die Integration ist deshalb nicht von 0 bis © durchzufithren, was der gesamten
Einheitskugel entspriache, weil Molekiile mit einem Winkel © > /2 sich von der
Wand wegbewegen und deshalb nicht mit ihr zusammenstossen. Nach Einsetzen
von Ip und Np und Zusammenfassung sowie ausklammern der nicht von ® abhén-
gigen Terme erhilt man:

/2
dl=m-n-w§-dt-dA- [cos?*(®)-sin(®)-d® (4.44)
0

Das Integral selbst ergibt 1/3:

/2 /2 1 1 1
J'cosz((a)-sin(@)- de = - jcosz(®)~ dcos(®) = —§c033(n/2)+ 50033(0) =3 (4.45)
0 0
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Dies entspricht der Anzahl der Freiheitsgrade der Translationsbewegung. Man
erhalt:

d|=%-m-n-w§-dt.dA (4.46)

Man erkennt, dass nur 1/6 der kinetischen Energie w} / 2 zum Druck beitrégt.

Das kann so interpretiert werden, dass nur ein translatorischer Freiheitsgrad,
namlich derjenige in Richtung senkrecht zur Wand eine Druckwirkung hervor-
bringt. Davon wiederum wird nur 1/2 wirksam, da die andere Halfte der Mole-
kiile sich von der Wand wegbewegt. In Gl. (4.46) tritt trotzdem der Faktor 1/3
auf, da jedes Molekiil durch die Reflektion seinen doppelten Bewegungsimpuls
deponiert.

Kraft ist Impulsédnderung pro Zeiteinheit und Druck ist Kraft pro Flachenein-

heit. Damit erhélt man den Druck, der von den Molekiilen der Geschwindigkeit
wo verursacht wird, zu

po=%cm~n~W5 (4.47)

Nun muss noch beriicksichtigt werden, dass die Geschwindigkeit der Molekiile
nicht konstant ist, sondern der Maxwell-Boltzmann-Verteilung gentigt:

m w3

2 m 1
p:IY(Wo)'po(Wo)'dWoZJ.\/:-(—} wi-e 2KT .2 mon-wi - dw, (4.48)
0 o' T kBT 3

Alle von wo unabhéingigen Gréssen konnen vor das Integral gebracht werden:

32 o _m Wy

1 2 m 2 2 kgT ,,2

=~-.m-n-.|l=.| — lows e B' w5 -dw 4.49
P73 \'n (kBT] J-wo o (449

Das Integral kann mit Hilfe der Formel auf Seite 92 gel6st werden, wobei

(4.50)

einzusetzen ist. Dabei erh&lt man fiir das Integral mit dem Vorfaktor aus der
Maxwell-Boltzmann-Gleichung

32 o _M Wo
g(l} J.Wge 2kBT.Wg.dW0=3.kB;T (451)
T m
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und fur den Druck
p:n.kBT (452)

Der Druck, den ein perfektes Gas auf eine Oberflache, z.B. den Systemrand
austibt, 1st somit proportional zur Temperatur T und der Molekiildichte n. Die
Molekildichte kann nach GI. (4.5) mit Hilfe der Avogadro-Zahl und der relativen

Molekiilmasse M in die "Massen"-Dichte p umgerechnet werden:

p=p-%‘NA-kBT (4.53)

Die Konstante Na-kgp bekommt einen neuen Namen. Sie wird universelle
Gaskonstante genannt und R mit bezeichnet, da sie unabhingig von der Art des
betrachteten Gases ist. Ihr Wert betragt 8,314 J/(mol-K) bzw. kd/(kmol-K). Der
Quotient aus universeller Gaskonstante und Molmasse M wird spezifische
Gaskonstante R genannt. Sie hat fiir jedes Gas einen individuellen Wert:

R = (4.54)

Z| =

Ersetzt man die Dichte p durch das spezifische Volumen v = 1/p und fithrt man
die spezifische Gaskonstante R in Gl. (4.53) ein, dann erhilt man die bekannte
Zustandsgleichung fir das ideale Gas:

p-v=R-T (4.55)

Wir haben diese Gleichung fiir ein perfektes Gas hergeleitet. Sie gilt jedoch auch
fir ein mehratomiges ideales Gas. Die Tatsache, dass mehratomige Gase tiber
zuséatzliche Freiheitsgrade fir Rotations- und Oszillationsbewegungen verfiigen,
hat auf die Ableitung von Gl. (4.55) keinen Einfluss, da der Druck nur durch die

die translatorische Bewegungskomponente verursacht wird, die senkrecht zur

Wand gerichtet ist. Rotations- und Oszillationsbewegungen tragen nicht zum
Druck bei.

4.7 Innere Energie

Da hier ein einatomiges Gas betrachtet wird, gibt es keine weiteren
Komponenten (Rotation, Molekiilschwingungen), die zur kinetischen Energie des
Molekiils beitragen. Es gibt ferner ausser den Kollisionen der Molekiile, die im
Falle idealer Gase ndherungsweise als Ereignisse von nahezu unendlich kurzer
Dauer angenommen werden, keine anderen Wechselwirkungen zwischen den
Molekiilen. Die kinetische Energie der Translationsbewegung der Teilchen eines
einatomigen Gases beschreibt die in ihm enthaltene thermischen Energie (d.h.
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kinetische Energie) vollstandig und wird entspricht deshalb der Innere Energie
und wird mit U bezeichnet.

Fir perfekte Gase gilt: U=Ey, :g- N-kgT (4.56)

Erinnern wir uns an die Berechnung der Anzahl der Teilchen N im System nach
Gl. (4.2) und an die Definition der spezifischen Gaskonstante. Durch die
entsprechenden Substitutionen erhilt man

fiir perfekte Gase: U=Ey, :%- NA-kBT:g-m-R-T (4.57)

m.
M

Die spezifische innere Energie wird bei Division durch die Masse des Gases
erhalten:

fur perfekte Gase: u= g R-T (4.57)

Die Enthalpie ist h = u + p-v. Damit ergibt sich fiir das perfekte Gas:

h:p-v+g-R-T:R-T+§-R-T=§-R-T (4.58)

Die innere Energie eines perfekten Gases ist folglich nur eine Funktion von der
Temperatur. Wird das Volumen eines Systems konstant gehalten, so muss fiir
eine Temperaturdnderung von dT eine Warmemenge von dU zugefiihrt werden.
Die isochore Warmekapazitiat Cy bzw. die spezifische isochore Warmekapazitéit cy
eines perfekten Gases ist folglich:

_w
oT

U
dT

3 C,

3
C =—-m-R bzw. ¢, =—-=—-R 4.59
v ZW. Cy m 5 ( )

V=const V=const
Wird der Druck wihrend der Warmezufuhr konstant gehalten, verrichtet das
System zuséatzlich die Arbeit dW = m-pdV. Die Volumenédnderung selbst ergibt
sich aus der Zustandsgleichung zu dV = R-dT/p. Somit ist die isobare
Warmekapazitat

C
p:d_U +m.R-dT:E-m-R bzw. Cp:—pZE-R (4.60)
dT 2 2

p=const m

Die Zahl 3 in den obigen Ausdriicken stammt von den drei translatorischen
Freiheitsgraden vy, vy, v,. Flir das Modell des Massenpunktes (welches gut dem
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einatomigen Gas (Edelgas) entspricht, sind dies die einzigen moglichen
Freiheitsgrade.

Zweiatomige Molekiile konnen zuséatzlich um die beiden Achsen senkrecht zur
Molekilachse rotieren, was zwei zusitzliche Freiheitsgrade ergibt. Das
Tragheitsmoment fiir die Molekiilachse selbst ist zu klein und diese Rotation
kann nicht angeregt werden. Zusétzlich konnen die beiden Atome noch
gegeneinander oszillieren, das ergibt einen zuséatzlichen Freiheitsgrad, der aber
erst bei hohen Temperaturen (> 1000 K) angeregt wird.

Fir mehratomige Molekiile sind dann alle drei Rotations-Freiheitsgrade ange-

regt, die Zahl der oszillatorischen Freiheitsgrade nimmt mit der Komplexitat der
Molekiile zu.

Der Ausdruck fiir u kann deshalb in Funktion der Freiheitsgrade f verallgemei-
nert werden (fir nicht punktférmige Molekiile):

fir 1deale Gase:u =£- R-T und entsprechend h=u+p-v= (£+lj ‘R-T (4.61)

Wir kommen damit zu der wichtigen Erkenntnis, dass die spezifischen Warmen
(fur ideale Gase) ¢, und cy aus der kinetischen Gastheorie hergeleitet werden
konnen:

fir ideale Gase: Cy :d—u:i- R und c, :ﬁ:(£+lj-R (4.62)
dT \2

Damit haben wir uns ein grundlegendes Verstédndnis fiir die unterschiedlichen
spezifischen Warmen je nach Molekiilstruktur erarbeitet:

Einige Beispiele: (zu beachten: die Differenz ¢, — ¢y = R gilt tiberall, auch bei
realen Gasen!)

Molekilart Cv Cp
) C e 3 5
Einatomig f = 3 (z,B, He) 5> R > R
) . 5 7
Zwelatomig f =5 (z.B. Oz oder Ng) 5 R > R
) ) ) _ 5 7
Dreiatomig COgz bei 100 K: f=5 5 R 5 R
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Dreiatomig COz bei 1800 K: f=12 —.R —-R

Bei einem realen Gas unterscheiden sich daher die thermische Energie und die
innere Energie, da die Innere Energie den Anteil der potentiellen Energie
einschliesst, der durch die molekularen Kraftwirkungen verursacht wird, die im
realen Gas stiandig wirken:

fiir reale Gase: AU =AE, +AE , # AE, (4.62)

pot

Der Anteil der aus der intermolekularen Kraftwirkung resultierenden
potentiellen Energie ist druckabhéngig. Deshalb ist eine Anderung der inneren
Energie nicht mehr nur mit Hilfe der Warmekapazitat zu beschreiben:

fir reale Gase: du = (a—uj dv + (a—uj dT = (a—uj dv+c, -dT (4.63)
ov J; ot ), oV J;

Wihrend die auf Grundlage der molekular-kinetischen Betrachtung abgeleitete
Zustandsgleichung GI. (4.55) fiir perfekte und ideale Gase gleichermassen gilt,
verliert sie fir reale Gase auf Grund der Kraftwirkungen zwischen den
Molekiilen ihre Giltigkeit (s. Kapitel 3).
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Kapitel 5: Der erste Hauptsatz in offenen Systemen
(Energieanalyse eines Kontrollvolumens)

In der Technik sind viele Anwendungen vom thermodynamischen Standpunkt
her als offene Systeme zu betrachten, d.h. neben dem Austausch von Arbeit und
Wirme tiber die Systemgrenze fliessen auch Massenstrome. (z.B. Turbinen,
Verbrennungsmotoren, Diisen, Warmetauscher etc.).

Bei der Behandlung von offenen Systemen miissen deshalb die Massenstréme
uber die Systemgrenzen und die damit verbundenen Energiestrome in die
Energiebilanz (1. Hauptsatz) mit einbezogen werden.

5.1 Die Massenstrom-Bilanz (Massenerhaltung)

Im Folgenden wird nun die Massenstrombilanz fiir ein offenes System einge-
fihrt. Die Betrachtung gilt sowohl fiir ein makroskopisches Kontrollvolumen
einer ganzen Maschine (z.B. Gasturbine) oder auch fiir ein infinitesimales
Volumenelement. Das Prinzip der Massenstrombilanz wird in Fig. 5.1 illustriert.

n Eingiinge k Ausginge
m, - —¥ m
¢ T Iy
mn;, —p —>m,,
—¥ g,
m,, ka

Fig. 5.1 Prinzip der Massenstrombilanz

Das Prinzip der Massenstrom-Bilanz lasst sich am einfachsten in Worten
erklaren:

Zeitliche Anderung des Summe der Summe der
Masseninhaltes eines | = eintretenden - austretenden
Systems Massenstrome Massenstrome

Mathematisch lasst sich diese Beziehung wie folgt ausdriicken: Mg Masseninhalt

des Systems (Kontrollvolumens), m,,, m,,: ein- resp. austretender Massenstrom
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Wir betrachten also ein System mit n eintretenden und k austretenden Teil-
Massenstromen. In vielen Féallen bleibt der Masseninhalt eines Systems konstant
(z.B. Gasturbine im stationdren Betrieb). Die Massenstrom-Bilanz des
stationdren Prozesses vereinfacht sich dann zu:

k

n
z rhi,ein = Z r.nj,aus
i=1

i-1

Diese Darstellung ist flir ein System geeignet mit definierten Eintritts- und
Austrittsstellen (z.B. Rohre). Betrachten wir hingegen ein beliebiges
Kontrollvolumen, das nicht durch Wande definiert ist, mit Eingangs- und
Ausgangsoiffnungen, ist die folgende allgemeinere Darstellung notwendig. Da sie
eine Integration uber die Oberflache des Kontrollvolumens beinhaltet, wird sie
die Massenstrom-Bilanz in Integralform genannt. Das Prinzip wird in Fig.
5.2 dargestellt:

Volumen V
Masse M;(t)

Oberfldche A

Fig. 5.2: Prinzip der integralen Massenstrom-Bilanz

Die Gesamtmasse des Systems ist gleich dem Integral der Dichte tiber das
Volumen:

M (1) = [p(t)-dV

Der Massenstrom durch ein Oberflachenelement ist proportional zur
Geschwindigkeitskomponente senkrecht zum Oberflachenelement. Dies kann
mathematisch dargestellt werden durch das Skalarprodukt des
Geschwindigkeitsvektors mit einem Vektor, der das Oberflichenelement
darstellt und senkrecht zu diesem steht.

M, = jp.(v_\?o dA)
A

Da wir den Oberflachenvektor als gegen aussen gerichtet nehmen, ist auch der
austretende Massenfluss nach aussen positiv gerechnet, d.h. dort wo der
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Gewschwindigkeitsvektor nach innen schaut, wird das Skalarprodukt negativ.
Die Massenstrom-Bilanz in Integralform lautet nun:

%[\J;p-de+;[p-(W0dA):O

A ist eine geschlossene Flache, welche das Volumen V einschliesst. Fir den
stationdren Fall (Masse im Kontrollvolumen bleibt konstant) erhélt man:

'/[p-(VTIOdA):O

Wir kénnen die Massenstrom-Bilanz auch in differentieller Form schreiben.

Die Komponenten des Oberflachenvektors dA werden durch das zugehérige
Flachenelement dargestellt, d.h.

dA, =dy-dz dA, =dx-dz dA, =dx-dy

Setzt man dies in obiger Gleichung ein und schreibt das Skalarprodukt in
Komponenten aus, erhdlt man:

p-(wx-dy-dz+wy-dx-dz+wz-dx-dy):O

oder wenn wir das ganze durch ein infinitesimales Volumenelement dx-dy-dz

dividieren:
d d d
—(p-w )+—(p-wW, )J+—(p-W,)=0
dx(p ) dy(p y) dz (o)
Der Operator [di+di+diJ wird in der Vektoralgebra mit div (fiir Divergenz)
x dy dz

abgekiirzt. Das Prinzip der Massenerhaltung ausgedriickt in differentieller Form
heisst dann:

div(p-W) =0

Im Falle einer inkompressiblen Stromung (d.h. p = konst.) vereinfacht sich die
obige Darstellung noch weiter zu:

p-div(w)=0 oder auch nur div(w) =0
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Anschaulich gesprochen heisst dies: In einem inkompressiblen Fluid besitzt das
Geschwindigkeitsfeld einer Stromung keine Quellen (ist divergenzfrei).

5.2 Energiestrom-Bilanz (Energieerhaltung)

Bei der Energiebilanz (1. Hauptsatz) fiir offene Systeme, miissen wir neben den
Energiefliissen, die die Systemgrenze in Form von Warme oder Arbeit
uberschreiten, die Energiefliisse beriicksichtigen, welche mit den ein- und
austretenden Massenstromen verbunden sind. In Worten ausgedriickt heisst die
Erhaltungsgleichung folgendermassen:

Energiezunahme im Energiezunahme
System wahrend = durch Warme oder
Zeitintervall A(t) Arbeit

wie im geschlossenen System

Energie der Energie der
eintretenden Masse austretenden Masse

Die Bedeutung dieser Beziehung wird in Fig. 5.3 illustriert.

n Eingénge AW:

(Am le )915 ~ T

AQ k Ausginge

—v (Amla )ela

—~——
)
|
(Amle e —» E S : (Am ja)e]a
' !
(Amne)ene /'/ \‘ (Amkakka
- System

Fig. 5.3 Energiebilanz des offenen Systems mit n Eingdngen und k Ausgdngen

Wir betrachten nun die Anderung des Energieinhaltes eines Systems zwischen
der Zeit t und t+At

n

E.(t+A0)-E (1) =AQ-AW +} (Am-e),, - Zk:(Am -e).,

=1
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Fir jeden ein- resp. austretenden Massenstrom miissen wir die gesamte (totale)
Energie berticksichtigen, da sowohl kinetische als auch potentielle Energie sich
zwischen Ein- und Ausgang wesentlich dndern konnen. Wir berticksichtigen die
totale spezifische Energie wie folgt:

E 1,
—=e=U+=W'+g-Z
A ( > g-2)

Die Energie-Erhaltungsgleichung sieht deshalb im Detail ausgeschrieben wie
folgt aus:

k

AE, = AQ - AW +Zn:(Ami’e)-(ui’e +%wi2’e +g 'Zi,ej_Z(Amj,a)'(uj,a +%Wia +g-zjyaj

i=1 j=1

Diese Differenzengleichung kann durch den tblichen Grenzibergang At — 0 in
eine Differentialgleichung umgewandelt werden.

. _(AE dE, . . (AQ) dQ . : [AWJ dw .
S = S = E _— = = —_— == W
IA'tm( At j dt ) Um( Atj dt Q |Alt£[)1 At dt

I- Arnie dmie ; I- Amia dmja ;
! = — =M. . = — = m-.
A'm At dt A'm At dt b

Damit kann die Energieerhaltungs-Gleichung (1. Hauptsatz fur offene Systeme)
in differentieller Form geschrieben werden:

dE,
dt

n
=Q-W+> -6, - > m, e,
i=1 j

5.3 Die Arbeit am System (Kontrollvolumen)

Die an einem offenen System geleistete Arbeit bedarf einer gesonderten
Betrachtung. Es ist sinnvoll diese Arbeit in zwel Komponenten zu zerlegen,
namlich eine Komponente, die nicht mit einem Massenstrom tiber die
Systemgrenze verbunden ist (Arbeit die iiber bewegliche Kolben oder
drehende Wellen die Systemgrenze tiberschreitet) und eine zweite Komponente,
die direkt durch den Massenfluss durch das System geleistet wird (Ein- und
Ausschiebe-Arbeit).
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a) Die Ein- oder Ausschiebe-Arbeit

fiktiver

Fig. 5.4: Ein- und Ausschiebe-Arbeit des Massenflusses

Da das System am Eingang einen gewissen Druck pe besitzt, muss Arbeit
geleistet werden, um Masse in das System hineinzuschieben.(Siehe Fig. 5.4)
Diese Einschiebe-Arbeit ist:

W, =p,-AV =p,-A, -As

Die pro Zeiteinheit geleistete Arbeit ist die Einschiebe-Leistung

. AV
W = _— W
e pe At e & & e

Diese Arbeit wird in das System hineingesteckt. Im Gegenzug muss das System
beim Ausschieben der Masse Arbeit leisten gegen den Aussendruck (Druck am
Ausgang): Die entsprechende Ausschiebeleistung ist:

= pa ' Aa 'Wa
b) Ubrige Arbeit

Zur Ubrigen Arbeit gehoren alle moglichen Anteile, die nicht mit einem
Massenfluss verbunden sind. Im mechanischen Bereich ist dies z.B. die Arbeit
einer rotierenden Welle oder eines bewegten Kolbens (Verschiebung der
Systemgrenze). Dazu gehoren aber auch alle magnetischen oder elektrischen
Energiefliisse. Zieht man die Systemgrenze z.B. um eine ganze Turbo-
Generatorgruppe, verlasst die gesamte Nutzenergie das System in Form von
elektrischer Energie. Wir nennen diese Arbeit Ws.
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c) Gesamtbilanz der Arbeit

Aus den obigen Uberlegungen kann man die Bilanz fir die totale Arbeitsleistung
Wiot des Systems herleiten:

Wtot :Ws+ pa'Aa'Wa_pe"A\e'We

Der Term A-w stellt den Volumenstrom dar, dieser kann auch durch den
Massenstrom mund das spezifische Volumen v=V /m dargestellt werden:
W,

tot =Ws + Pa 'ma Vo= Pe 'me Ve

d) Energiebilanz

Die Arbeit stellt nur einen Teil der gesamten Energiefliisse dar. Wir konnen nun
diese Arbeitsbilanz in die Gesamtenergie-Bilanz einsetzen, die wir im Abschnitt
5.2 hergeleitet haben (1. Hauptsatz fiir offene Systeme):

. . n W2 k WZ
dE, =Q-W,+ ) My | U+ P Vig + =24+ 2 [ D M| U+ P Vet =402,
dt i1 2 i=1 2

In den beiden Klammern erscheint die spezifische Enthalpie der Massenstrome:
h = u + p-v. Damit vereinfacht sich die obige Gleichung zu

dE 2

. Ll W k W
S=Q+ _Ws+zmie' hie+ I’e_{—g'zie _ija' hja+ J'a+g'zja
dt i ' 2 Y = ' Y 2 '

Analog zur Massenbilanz kann auch die Energiebilanz fiir ein Volumenelement
in integraler Form dargestellt werden:

d W2 . . W2 _ =
m p[h+7+g-zj-dv :Q—{WS +£p[h+7+g ~zJ~(w-dA)}

Vol

Wie schon bei der Massenbilanz wird das Oberflachenintegral negativ im Bereich
des eintretenden Massenflusses. In Worten ausgedriickt bedeutet diese
Darstellung: Die zeitliche Anderung des Energieinhaltes eines Volumens
(Volumen-Integral) ist gleich dem Oberflachen-Integral tiber die ein- und
austretenden Energiefliisse.
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Der Ausdruck in der geschweiften Klammer auf der rechten Seite stellt die Netto
abgegebene Arbeitsleistung dar. Der erste Hauptsatz fiir offene Systeme kann so
abgekiirzt geschrieben werden:

CE, =Q-W

tot

Wir erhalten die analoge Darstellung, wie fiir ein geschlossenes System, nur dass
beim offenen System in der Arbeit W,, die Ein- und Ausschiebearbeit mit

inbegriffen ist.

Ist die zeitliche Ableitung E_ =0 erhalten wir einen stationiren Prozess. Die
Energieerhaltung am offenen System wird damit:

Q- W, =0

tot
Diese Darstellung haben wir bereits fiir den Kreisprozess am geschlossenen

System gefunden. Der Kreisprozess am geschlossenen System und der stationére
Prozess am offenen System zeigen eine starke Verwandtschaft.

5.4 Anwendungen

In der Technik gibt es sehr viele offene Systeme, von denen wir im Folgenden
einige Beispiele betrachten wollen:

5.4.1 Technische Komponenten als offene Systeme
a) Diisen und Diffusoren
Eine Dise ist eine Verengung in einer Stromung und ein Diffusor eine

Erweiterung. Diese Objekte sind in Fig. 5.5 dargestellt. Der Energiesatz (1.
Hauptsatz) fiir ein System mit je einem Ein- und Ausgang lautet:

Diffusor

Diise

—_—mk =
RN Y NS N R )

1
1
1
1
1 (Nozzle)
1
1
1
1

1
1
1
1
(Diffuser) 1
1
1
1
1

Wa>We . Wa< We
Pa<pe Pa>Ppe

Fig. 5.5 Diise und Diffusor als einfache offene Systeme

LTNT — Laboratorium fiir 111
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

tidgendssische Technische Hochschule Ziirich
swiss Federal Institute of Technology Zurich Kap|te| 5

2 2
ddFT[S =Q-W, +ml-[h1+w—21+g-zlj—m2-(h2+%+g -zzj

Wir betrachten einen stationidren Zustand (I'ES =0), Die Dise (der Diffusor) ist so

gegen aussen isoliert, dass kein Warmeaustausch stattfindet (Q = 0), Arbeit wird
keine abgegeben (W, = 0) und die potentielle Energie kann vernachlissigt
werden (z, =z, =0). Es bleibt somit:

2 2
h1+W—21:h2+%= konst

Wird das Fluid in der Diise beschleunigt, nimmt die kinetische Energie zu, die
Enthalpie muss gleichzeitig abnehmen. Da kein Warmeaustausch stattfindet,

bleibt die innere Energie u ebenfalls konstant, d.h. der (statische) Druck muss
abnehmen. Anschaulich gesprochen: Das auftretende Druckgefille bewirkt die
Beschleunigung des Fluids. Der umgekehrte Vorgang gilt fiir den Diffusor.

Diise und Diffusor kénnen miteinander kombiniert werden (siehe Fig. 5.6). Bei
einem Element fiir Stromungen im Unterschallbereich sprechen wir von einer
Ventouri-Diise. Ein Element fiir den Uberschallbereich wird Laval-Diise
genannt.

Fig. 5.6: Prinzip der Ventouri-Diise
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b) Turbinen

Turbinen werden von einem Fluid (heisse Verbrennungsgase, Dampf, Wasser)
durchstromt, welches sich dabei von einem hohen Druckniveau auf ein tieferes
entspannt und dabei Arbeit leistet. Diese Arbeit wird tiber Schaufeln an eine
rotierende Welle tibertragen. Turbinen sind wichtige Elemente in Dampf, Gas
oder Wasser-Kraftwerken und Flugtriebwerken. (siehe Fig. 5.7)

V)

5

| : —
licoe . &

—>

-~ i
—I Ol HIEN
(22272777 oz
Stationary bladesJ ERotating blades

Fig. 5.7: Typische Turbine
Copyright © 1996 John Wiley & Sons, Inc. Aus Moran/Thermodynamics 3E
Kopiert mit Erlaubnis des Autors

c¢) Kompressoren und Pumpen

Diese Komponenten iiben die umgekehrte Funktion der Turbine aus. Uber eine
Antriebswelle wird Arbeit an ein Turbinenrad oder Kolbenaggregat ibertragen.
Der Druck des Fluids, welches durch die Maschine stromt, wird dabei erhoht.
Pumpen und Kompressoren sind von der thermodynamischen Betrachtung her
identisch, nur ist bei der Pumpe der geférderte Massenstrom von Interesse,
welcher mit moglichst wenig Druckanstieg realisiert werden soll. Beim
Kompressor liegt das Interesse beim Druckanstieg. Fig. 5.8 zeigt einige mogliche
Varianten von Pumpen und Kompressoren.
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— Stator

= Rotor

Outlet

Impeller

Inlet
Driveshaft

Fig. 5.8: Verschiedene Pumpen und Kompressoren
Copyright © 1996 John Wiley & Sons, Inc. Aus Moran/Thermodynamics 3E

Kopiert mit Erlaubnis des Autors

d) Warmeiibertrager

Wiarmetibertrager werden (wie Disen und Diffusoren) von einem Fluid

durchstromt, wobei keine Arbeit geleistet wird. Es soll aber moglichst viel
Warme tiber die Systemgrenze an die Umgebung (resp. umgekehrt) tibertragen
werden. Es gibt auch Warmeiibertrager mit zwei Fluidstromen, wo die Warme
vom heisseren Strom auf den kélteren tibertragen wird. Typische
Konfigurationen von Warmeiibertrager sind in Fig. 5.9 dargestellt.
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a) Parallel and counterflow heat exchangers
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b) Two kinds of shell-and-tube heat exchangers
Fluid B
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Stream A unmixed Stream A unmixed
Stream B mixed Stream B unmixed
c) Two kinds of cross-flow exchangers
Fig. 5.9: Drei verschiedene Warmetbertragern
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e) Drosselelemente (throttling devices)

In einer Drossel wird ein Fluid von einem hohen Druckniveau auf ein tieferes
entspannt, ohne dass dabei Arbeit geleistet wird. Da bei der Entspannung auch
keine Warme iibertragen wird und in einer typischen Anwendung die kinetische
Energie vor und nach der Entspannung vernachlassigbar ist, bleibt die Enthalpie
konstant (Isenthalper Prozess).

Drosseln sind wichtige Elemente in Warmepumpen (Kéaltemaschinen). Die
Entspannung erfolgt dort von einem fliissigen in einen gasformigen Zustand. Bei
der Verdampfung kiihlt sich das Fluid sehr stark ab (es wird ,,Kalte erzeugt®).

5.4.2 Detailliertes Beispiel (Dampfturbine)

Bei einer Dampfturbine lassen sich der Zustand und der Massenstrom des
Dampfes sowohl auf der Eingangs- als auch auf der Ausgangsseite relativ genau
messen. Ebenfalls lasst sich die an der Welle abgegebene Arbeitsleistung gut
bestimmen. Da es im inneren der Dampfturbine heiss ist, wird ein gewisser
Warmestrom tiber das Gehduse verloren gehen, dieser Warmeverlust ist aber
schlecht direkt messbar. Hingegen lasst er sich aus den gemessenen Daten
bestimmen. Diese Daten sind in Fig. 5.10 gegeben.

m = 4600 kg/h
p1 = 60 bar .
Ty =400°C = W =1000 kW

g
-
-
g
-

wi=10m/s —— 3

N\
—> A/u | >
== p2=0.1 bar
System™ = == x2 = 0.9 (Dampfgehalt)
==

w2=50m/s

Fig. 5.10 Ein- und Austrittsbedingungen

Losung: Wir betrachten die Turbine als Kontrollvolumen, d.h. das
Turbinengehiuse ist die Systemgrenze. Der in der Turbine stattfindende Prozess
ist in Fig. 5.11 Im T,v-Diagramm dargestellt.
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7 p2= 0.1 bars
v

Fig. 5.11 Dampfturbinenprozess im T,v-Diagramm

Wir arbeiten mit folgenden Annahmen:

Der Prozess ist stationar: ddEts =0 und d:;{[ls

Die Differenz in der potentiellen Energie ist vernachlassigbar: m-g-(z,-2,) =0

=0=rh, -,

Der 1. Hauptsatz fiir dieses System sieht dann folgendermassen aus:

2 2
0=-W, +Q'+rh-(h1 +W71j—m-[h2 +%)

oder

Q:ws+m'{(h2‘hl)+£wzzgvvfﬂ

Zur numerischen Berechnung missen die Enthalpiewerte den Wasserdampf-

Tabellen entnommen werden. Im Zustand 2 befinden wir uns im 2-Phasengebiet,
deshalb:

h, =h¢, +x-(h,, —h;,)
mit:  hpe=191.83 kJ/kg, hg2 = 2584.7 kJ/ kg x=0.9
he=191.83+0.9(2584.7—191.83) = 2213.3 = 2345.4 kJ / kg
h1=3177.2 kRJ/kg
A(Ekrin) = 0.5(2500 — 100) = 1200 J/kg = 1.2 kJ/ kg
Damit erhalten wir:

Q =1000 + (4600 / 3600)[(2345.4—-3177.2) + 1.2] =-61.3 kW
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Kapitel 6

Kapitel 6: Der Zweite Hauptsatz und der
Entropiebegriff

6.1 Bedeutung des zweiten Hauptsatzes
6.1.1 Richtung vom Prozessablaufen

Es ist eine Tatsache der tdglichen Erfahrung, dass Prozesse spontan nur in
einer vorgegebenen Richtung ablaufen. Dies konnen wir anhand einiger
Beispiele (siehe Fig. 6.1) illustrieren.

Kugel

B ~_-
~~\_\\PO
)
~< J
S~ ]
S ;
\
1
\
\|
)1
(I}
7\
\ _’ \
\~—System s '
U \ /
S N -
Pas> Po =
paB< p‘LBallon < po Pallon = Po

Tas>To To<Ts <Tas Ts=To

Fig. 6.1: Beispiele zum spontanen Ablauf von Prozessen
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Eine Kugel, die wir auf einer schiefen Ebene loslassen, wird nach unten rollen
und beim Aufprall in den Sand Warme erzeugen. Diese Warme wird sich nach
einer gewissen Zeit in der Umgebung so verteilt haben, dass tiberall die gleiche
Temperatur herrscht. Der umgekehrte Vorgang, dass der Sand rund um die
Kugel plétzlich heiss wird, die Warme sich in kinetische Energie der Kugel
umwandelt, so dass diese wieder an den Ursprungsort aufsteigen kann, wird
nicht spontan stattfinden.

Ein mit Druckluft gefiillter Ballon wird sich spontan entleeren, wenn das Ventil
gedffnet wird. Wenn wir gentigend lange warten, wird sich ein vollstandiges
Druckgleichgewicht mit der Umgebung einstellen.

Ein Gefass, das mit heisser Suppe gefillt ist, wird von selbst seine Warme nach
und nach an die Umgebung abgeben, bis ein vollstandiges Temperatur-Gleich-
gewicht erreicht ist.

In all diesen Fallen kann der Anfangszustand wieder hergestellt werden, aber
nicht mittels eines spontanen Prozesses, wir brauchen dazu entweder einen
Kran, eine Pumpe oder eine Heizung. In alle diese Elemente miissen wir Energie
hineinstecken (z.B. elektrisch), und verdndern damit den Zustand der Umgebung
nachhaltig.

Wir haben bis anhin das Prinzip der Massen- und Energie-Erhaltung (1. Haupt-
satz) diskutiert. Die vorherigen Beispiele zeigen aber, dass nicht jeder Prozess,
der den 1. Hauptsatz erfiillt, auch stattfinden kann. Anhand der Energiebilanz
allein konnen wir nicht feststellen, ob und in welcher Richtung ein Prozess
ablaufen wird. In einfachen Fallen hilft uns die Erfahrung dies festzustellen. Fir
komplexere Fille brauchen wir eine Richtlinie, diese wird uns der zweite
Hauptsatz liefern.

Aus dem bisherigen konnen wir festhalten, dass ein Prozess innerhalb eines
Systems spontan stattfindet, bis ein vollstédndiges Gleichgewicht eintritt, mit
anderen Worten, es braucht ein Ungleichgewicht (Hohenunterschiede,
Druckunterschiede oder Temperaturunterschiede) um einen Prozess in Gang zu
setzen. Solche Ausgleichsprozesse konnen Bruchteile von Sekunden oder Jahre
dauern, aber das Prinzip der Massen- und Energie-Erhaltung miissen immer
erfullt sein.

6.1.2 Moglichkeiten der Arbeitsleistung

Grundséatzlich ist es moglich, diese spontan ablaufenden Prozesse zu nutzen und
Arbeit zu gewinnen.

e So kann zum Beispiel die nach unten fallende Masse mittels einer geeigneten
Vorrichtung (Seil und Umlenkrolle) eine andere Masse hochziehen.
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e Die aus dem Ballon entweichende Druckluft kann uber eine Turbine geleitet
werden und so Arbeit leisten.

e Die Wiarme im Suppentopf kann tber einen Warmetauscher in eine Warme-
Kraft-Maschine geleitet werden, die Arbeit leistet.

Verallgemeinert kann man formulieren, dass die potentielle Moglichkeit eines
Systems zur Arbeitsleistung mit der Differenz einer intensiven Zustandsgrosse
verbunden ist.

Die Moglichkeit der Arbeitsleistung geht unwiederbringlich verloren, wenn man
den Ausgleichsprozess ablaufen lasst ohne die Arbeitsleistung zu nutzen. Bei all
den Prozessen geméss Fig. 6.1 wird die im System vorhandene spezielle
Energieform als Wéarme an die Umgebung abgegeben, wenn keine
Vorkehrungen zur Arbeitsleistung getroffen werden, namlich:

e die potentielle Energie der Kugel nach dem Aufprall im Sand,

e die potentielle Energie des Gases unter Druck geht in kinetische Energie
uber wahrend dem Ausstromen und schliesslich in Warme nach dem
Abklingen der Stromung

e die Warme im Suppentopf nach Erreichen des thermischen Gleichgewichtes.

Der zweite Hauptsatz wird auch dariiber Auskunft geben, welcher Anteil dieser
Energie in Arbeit umgewandelt werden konnte bei Verwendung einer idealen
(verlustfreien) Vorrichtung. Er wird auch weiter erklaren, welche zusatzlichen
Einschriankungen auftreten, wenn sich die Vorrichtung (Maschine) nicht ideal
verhalt, also z.B. Reibungsverluste oder Warmeverluste durch das Gehéause etc.
aufweist.

6.2 Formulierungen des zweiten Hauptsatzes

Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass uns der zweite Hauptsatz hilft,

Aussagen zu treffen tiber:

e die Richtung, in der ein Prozess ablaufen wird, und

e welcher Anteil der fliessenden Energie in Arbeit umgewandelt werden kann.

e Er wird uns auch helfen, eine absolute Temperaturskala zu definieren, welche
unabhéngig ist von irgendwelchen Stoffeigenschaften.

Fur den zweiten Hauptsatz gibt es zahlreiche Formulierungen. Wir wollen hier
die zwei gebrauchlichsten diskutieren, ndmlich die Formulierung von
Clausius und die Formulierung von Kelvin-Planck.
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Die Formulierung von Clausius (1854) driickt unsere direkte Erfahrung aus
und ist deshalb leicht zu akzeptieren. Sie lautet:

Warme kann nicht von selbst (spontan) von einem Korper
mit tieferer Temperatur auf einen Koérper mit hoéherer
Temperatur libertragen werden.

Die Warmeiibertragung auf ein héheres Niveau wird nicht generell
ausgeschlossen, aber ,nicht von selbst” bedeutet, dass dazu Arbeit aufgewendet
werden muss.

Fur die Einfithrung der Formulierung nach Kelvin-Planck miissen wir zuerst den
Begriff des Warmereservoirs definieren. Ein Wdrmereservoir ist ein geschlos-
senes System, dessen Temperatur immer konstant bleibt, unabhéngig davon
wieviel Warme zu- oder abgefiihrt wird, d.h. ein Warmereservoir ist ein System
mit unendlicher Warmekapazitit, welches eine Idealisierung von grossen
Systemen darstellt, wie z.B. Seen, Fliisse oder die Atmosphére etc.

Die Kelvin-Planck-Formulierung lautet:

Es ist unmoglich eine Maschine zu bauen, welche in einem
thermischen Kreisprozess kontinuierlich Arbeit an die
Umgebung abgibt und dabei nur in Kontakt mit einem
einzigen Warmereservoir steht, aus welchem diese Wiarme
bezieht.

Fig. 6.2 zeigt eine solche Maschine, deren Konstruktion nach dem 2. Hauptsatz
unmoglich ist. (Man nennt diesen Typ von Maschine Perpetuum Mobile 2. Art.).
Der 1. Hauptsatz wiirde in dieser Situation verlangen, dass die gesamte aus dem
Reservoir bezogene Warme in Arbeit umgewandelt werden miisste. Der 2.
Hauptsatz erklart, dass dies nicht moéglich ist. Es braucht fiir einen Kreisprozess
ein 2. Warmereservoir auf tieferer Temperatur, an das Abwarme abgegeben
werden kann.

Reservoir, Ty

. Qi
-

Fig. 6.2 Perpetuum Mobile 2. Art
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6.3 Reversible und irreversible Prozesse

Ein Prozess ist reversibel, d.h. umkehrbar, wenn der Ausgangszustand im
System und allen Teilen der Umgebung wieder hergestellt werden kann, ohne
dass eine Verdnderung zuriickbleibt. Dies bedeutet unter anderem auch, dass bei
einem reversiblen Prozess die Arbeit abgefiihrt und ohne Verlust gespeichert
wird, die benétigt wird, um das System wieder in den Ausgangspunkt
zurlickzufiihren.

Alle in der Natur und Technik auftretenden Prozesse sind grundsétzlich

irreversibel d.h. nicht umkehrbar, da sie irreversible Teilprozesse enthalten.

Beispiele solcher irreversibler Teilprozesse sind:

e Wirmetibertragung bei einer endlichen Temperaturdifferenz (immer von Theiss
nach Tkat)

e Unkontrollierte Expansion von Fluiden zu einem tieferen Druck

e spontane chemische Reaktionen

Spontane Mischung von Materie unterschiedlicher Zusammensetzung oder in

unterschiedlichen Zustanden

Gleitreibung (zwischen Festkoérpern als auch in Fluiden)

Inelastische Deformation

Stromleitung durch elektrische Widerstande

Magnetisierung oder Polarisierung mit Hysterese

Ein reversibler Prozess kann auch als Grenzfall eines Prozesses verstanden
werden, bel dem der Einfluss aller dieser irreversiblen Teilprozesse gegen Null
geht.

Solche Irreversibilitdten, in allen realen Prozessen vorhanden, verursachen
unerwinschte Verluste und verkleinern den Wirkungsgrad von Prozessen. Um
eine optimale Maschine zu entwerfen, muss der Ingenieur diese Irreversibilitaten
erkennen und minimieren. Fir viele Systemanalysen ist es sinnvoll die
Irreversibilitiaten aufzuteilen in

e innere Irreversibilitat (innerhalb der Systemgrenzen) und

e Aussere Irreversibilitiat (ausserhalb der Systemgrenze, in der Umgebung)
Diese Unterscheidung wird einzig durch die Wahl der Systemgrenze bestimmt.

Wenn auch vollstdndig reversible Prozesse in der Realitat nicht auftreten, gibt es
trotzdem Vorgiange, die diesen sehr nahe kommen. Fig. 6.3 zeigt zwei Beispiele

LTNT — Laboratorium fiir 122
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich
Swiss Federal Institute of Technology Zurich Kapitel 6

adiabate Wand und Kolben
e

Qﬁ

e

Fig. 6.3 Beispiele von ,,reversiblen® Prozessen

a) Federpendel im Vakuum: Das Pendel im Vakuum wird nur noch durch die
Materialddmpfung gebremst. Lasst man diese gegen Null gehen, kehrt das
Pendel bei jedem Zyklus zum Ausgangspunkt zuriick, der Prozess ist reversibel.

b) Gasdruckfeder mit adiabaten Wanden: Expandieren wir ein Gas in einem

Zylinder mit beweglichem Kolben unter folgenden Randbedingungen:

e es findet kein Warmeaustausch statt (adiabate Expansion)

e es gibt keine Reibung zwischen Zylinderwand und Kolben

e die Expansion ist unendlich langsam, so dass sich das Gas immer im
Gleichgewichtszustand befindet

Wird genau die Arbeit an die Umgebung abgegeben, die wir spater benotigen, um

das Gas wieder in den Ausgangszustand zu komprimieren. Wenn wir die

geleistete Arbeit verlustfrei zwischenspeichern (z.B. reibungsfreies Schwungrad),

ist der Prozess reversibel.

6.4 Energiebilanz des irreversiblen Prozesses

Am Prozessverlauf im p-V-Diagramm ist nicht zu erkennen, ob ein Prozess
reversibel oder irreversibel ist. Dies offenbart sich nur bei einer Betrachtung der
Energieflisse. In beiden Fallen gilt selbstverstandlich der erste Hauptsatz der
Thermodynamik. Die Arbeit, die sich durch Integration des Drucks tber der
Volumenéanderung ergibt, ist die reversible Arbeit des Systems. In Fig. 6.4 sind
zwel Expansionsprozesse dargestellt, die im p-V-Diagramm vollig identisch
ablaufen. Die Eigenart des irreversiblen Prozesses besteht darin, dass ein Teil
dieser Arbeit im Prozess selber vollstdndig in thermische Energie umgewandelt
wird (Verluste, Wy = Quv1), wihrend der reversible Prozess die volle Prozessarbeit
geleistet wird:
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V,
Vvrev = j p- dv
Vl
Die Umwandlung eines Teils dieser Arbeit in Warme geschieht durch einen
vollstandig irreversiblen Prozess, wie z.B. durch Reibung, versinnbildlicht durch
das rote Teufelchen. Dadurch ist die Arbeit, die vom Prozess an der Umgebung
geleistet wird, im Fall des irreversiblen Prozesses kleiner:

An dieser Stelle wird der innere Wirkungsgrad n; eingefiihrt, der in realen
Prozessen stets kleiner 1 ist:

In beiden Fillen gilt jedoch der erste Hauptsatz der Thermodynamik

AUrev = Qrev -W

rev

AUirr = Qirr _Wirr
Reversible Expansion Irreversible Expansion
\ v,
Wrev = J‘p'dV |Wrev| > |Wil’l‘| VVirr =T 'Wrev =1 deV

Vq ‘ V1

———————————— WV| = QV| =

AU, W, identisch | v.[lp. (101 W

|Qrev| > ‘Qirr|
\

Fig. 6.4 Reversible und irreversible Entspannung mit identischem Prozessverlauf im p-V-
Diagramm

Da beide Prozesse im p-V-Diagramm identisch sind, ist die Anderung der inneren
Energie gleich (sie ist als thermodynamisches Potential nur von dem Anfangs-
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und dem Endzustand abhingig), woraus zwingend folgt, dass beim irreversiblen
Prozess dem System weniger thermische Energie von aussen zugefiihrt werden
muss, dafur aber dann eben auch weniger Arbeit vom System verrichtet wird.

AUrev = AUirr - Qirr < Qrev

In analoger Weise verhélt sich ein Kompressionsprozess, bei dem Arbeit am
System verrichtet wird. Hier wird ein dieser Arbeit in Warme umgewandelt. Um
dem gleichen Weg im p-V-Diagramm zu folgen, muss nun mehr Arbeit
aufgewandt und entsprechend mehr Warme aus dem Prozess abgefiihrt werden
(Fig. 6.5). Auch hier gilt selbstverstindlich der erste Hauptsatz der Warmelehre.

Reversible Kompression Irreversible Kompression
. W, 1%

W., = [p-dV-0 ] W, = = 2 [p.dV <0
rev \J,; ‘Wrev|<|VVm.| irr 0 " \J’;

|Qrev| < |Qirr|
|

Fig. 6.5 Reversible und irreversible Kompression mit identischem Prozessverlauf im p-V-
Diagramm

Bei einem adiabatischen Prozess, also einem Prozess, bei dem kein Austausch
von thermischer Energie mit der Umgebung stattfindet, muss der Verlauf des
irreversiblen Prozesses sich von dem des reversiblen Prozesses unterscheiden. So
wird z.B. bel einer irreversiblen adiabaten Entspannung vom Druck p:1 zum
Druck p2 < p:1 der Teil der vom System geleisteten reversiblen Arbeit, der in
thermische Energie umgewandelt wird dazu fithren, dass die innere Energie und
damit die Temperatur am Ende des Entspannungsprozesses hoher ist, als bei
einer reversiblen adiabaten Entspannung. Im Extremfall geht die gesamte
reversible Arbeit verloren. Dann bleibt bei einem adiabaten Prozess die innere
Energie konstant. Wenn es sich um eine Entspannung eines idealen Gases
handelt, bleibt dann auch die Temperatur konstant wegen AU = cv-AT.
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6.5 Der Kreisprozess nach Carnot

Der zweite Hauptsatz sagt unter anderem aus, dass Warme nicht vollstandig in
Arbeit umgewandelt werden kann, es gibt eine gewisse Abwarme. Wir haben
aber bisher die Frage nicht beantwortet, welcher Anteil in Arbeit umgewandelt
werden kann und welcher Anteil als Abwarme anfillt.

Aus dem bisher Gesagten lasst sich schliessen, dass am meisten Arbeit aus
einem Prozess gewonnen werden kann, wenn dieser verlustfrei, d.h. reversibel
durchgefiihrt wird.

P Isotherme
A Expansion
- =5 r v System Adiabate
X A ! Expansion
Tn U Qu
2 Reservoi
h :
1
| Ga | \
1
LoS o AN System
1
Adiabate System
Kompression 4
Isotherme R /System
Kompression | (] |
u 1
Tk VQK
Reservoir
A\

Fig. 6.6 der Carnot-Prozess im p-v Diagramm

Der Carnot-Kreisprozess ist ein Beispiel eines idealisierten reversiblen Kreis-
prozesses, der zwischen zwei Temperaturniveaus T und Tz arbeitet. (Sadi
Carnot 1824). Er ist der am besten untersuchte reversible Kreisprozess und dient
allgemein zur Definition der theoretisch maximalen umsetzbaren Warmemenge,
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d.h. des theoretisch maximalen Wirkungsgrades eines reversiblen Prozesses. Die
hier angestellten Uberlegungen gelten sowohl fir Warme-Kraftprozesse als auch
fir Warmepumpen/Kéltemaschinen.

Fig. 6.6 illustriert den Ablauf des Prozesses, die einzelnen Teilschritte im pv-
Diagramm sind im Detail in Fig. 6.7 dargestellt

Fig. 6.7 Darstellung des Carnotprozesses im pv-Diagramm, arbeitend zwischen den
Temperaturniveaus Ta und Tc

Der Carnot-Prozess besteht aus 4 reversiblen Teilprozessen:

1> 2: Das System ist thermisch isoliert und wird reversibel und
adiabatisch komprimiert, so dass die Temperatur von Tc nach Tx
ansteigt.

2—>3 Das System ist mit dem Warmereservoir Tu verbunden, es wird

reversibel isotherm expandiert. Es wird dabei1 Warme aus dem
Reservoir T bezogen

3> 4 Das System ist thermisch isoliert und wird reversibel adiabatisch
expandiert, so dass die Temperatur von Ta nach T¢ absinkt.

41 Das System ist mit dem Reservoir T¢ verbunden und wird reversibel
isotherm komprimiert, es wird dabei Warme an das Reservoir Tc
abgegeben.

Im pv-Diagramm wird die geleistete Arbeit fiir jeden Teilprozess als Flache unter
dem jeweiligen Kurvenstiick dargestellt. Die abgegebene Arbeit ist positiv bei
einer Volumenvergrosserung (Prozess 2—3—4) und negativ bei der Volumenver-
kleinerung, d.h. es muss Arbeit ins System hineingesteckt werden (Prozess
4—->1-2).

Wenn wir den Kreis in der bisher angegebenen Richtung durchlaufen, ist die
abgegebene Arbeit grosser als die hineingesteckte, d.h. es wird beim Kreisprozess

LTNT — Laboratorium fiir 127
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich
Swiss Federal Institute of Technology Zurich Kapitel 6

netto Arbeit geleistet. Diese wird durch die innerhalb der Kurve eingeschlossene
Flache dargestellt.

Der Durchgang im Uhrzeigersinn stellt einen Warme-Kraft-Prozess dar. Es wird
Arbeit geleistet, Warme aus dem Reservoir Ta bezogen und die Abwarme an das
Reservoir Tc abgegeben.

Beim Durchgang im Gegenuhrzeigersinn werden alle Prozesse umgekehrt, es
handelt sich dann um einen Warmepumpen/Kaltemaschinenkreislauf, in den
Arbeit hineingesteckt werden muss, dabeil wird Warme aus dem Reservoir Tc
bezogen und an das Reservoir Tu abgegeben.

Condenser

- el v

o

Cold reservoir, Tc

Fig. 6.8: Dampfturbinenprozess
Copyright © 1996 John Wiley & Sons, Inc. Aus Moran/Thermodynamics 3E
Kopiert mit Erlaubnis des Autors

Der Carnot-Prozess ist nicht nur auf das idealisierte Kolben-Aggregat
beschriankt. Fig. 6.8 zeigt einen vereinfachten Dampfturbinenprozess (im pv-
Diagramm), bei dem das Fluid (Wasser) mehrere Komponenten durchlauft. Wenn
wir diesen Kreislauf idealisiert (reversibel) betrachten, ergeben sich folgende
Teilprozesse

152 Quasistatische Expansion in der Turbine, wobei das Fluid Arbeit
abgibt
2—->3 Isotherme (und gleichzeitig isobare, da Phasenénderung)

Kompression im Kondensator, wobeil natiirlich Warme abgegeben
werden muss.
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3—>4 Das kondensierte Wasser wird in der Pumpe quasistatisch und
adiabat komprimiert und der Hochdruckseite wieder zugefiihrt,
dabel muss natiirlich Arbeit geleistet werden.

41 Im Dampfkessel wird das Wasser dann isotherm (und isobar, da
Phasenidnderung) expandiert, d.h. verdampft. Dabei wird Warme
zugefiihrt.

Schlussfolgerungen aus dem Carnot-Prozess

Wir haben bereits bei der Betrachtung des 1. Hauptsatzes den Wirkungsgrad fur
einen Kreisprozess eingefiihrt:

Ny = WKP,th _ QH _Qc =1— Qc
Qy Qy ofF

Der 1. Hauptsatz hat uns erklart, dass nim maximal 1 sein kann (im Falle, dass
Qc = 0). Nach dem 2. Hauptsatz unterliegen nun Kreisprozesse zuséatzlichen
Begrenzungen. Er besagt, dass bei einer zwischen zwei Reservoirs reversibel
betriebenen Warmekraftmaschine zwingend ein Teil Q¢ der zugefiihrten Wéarme
Qu an das kalte Reservoir Tc abgegeben werden muss. Damit erhalten wir eine
weitere Einschrankung fir den Wirkungsgrad:

M <1

Man kann die Schlussfolgerungen in Bezug auf den Carnot Prozess wie folgt
zusammenfassen:

1) Es ist unmoglich durch einen Kreisprozess Warme vollstandig (d.h. zu
100 %) in Arbeit umzuwandeln.

2) Alle reversiblen Warmekraft-Prozesse, die zwischen zwei identischen
thermischen Reservoirs arbeiten, haben denselben thermischen
Wirkungsgrad.

3) Der thermische Wirkungsgrad eines irreversiblen Warmekraftprozesses ist

immer geringer als derjenige eines reversiblen Kreisprozesses zwischen
den selben thermischen Reservoirs. Irreversibilitit bedeutet Verlust von
moglicher Arbeitsleistung.
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Die letzte Aussage soll im folgenden bewiesen werden: Wir betrachten zwei
Wiarmekraftprozesse zwischen den selben Reservoirs, wie in Fig. 6.9 dargestellt.

Heisses Reservoir

Fig. 6.9: Figur zur Beweisfiihrung

R ist der reversible Prozess, der die Arbeit Wr leistet, der irreversible Prozess I
leistet die Arbeit Wi.

Die Bilanz des 1. Hauptsatzes lautet fir die beiden Prozesse:
Reversibel (R) Q, =Q, —-W, Irreversibel (I): Q) =Q, —-W,

Wir nehmen an, dass beide Maschinen die gleiche Warmemenge Qu dem
Reservoir entnehmen. Wir konnen nun die reversible Maschine umgekehrt
betreiben. Wegen der Reversibilitiat bleiben die Betriage von Qu, Qx und Wr
gleich, nur die Vorzeichen dndern sich. Wir konnen nun die von (R) zum heissen
Reservoir beférderte Warmemenge direkt in die Maschine (I) einspeisen, d.h. wir
brauchen das heisse Reservoir nicht mehr. Die Arbeitsleistung W1 kénnen wir fir
den Antrieb von (R) beniitzen und wir erhalten eine Netto-Arbeitsleistung des
Kreisprozesses:

WKP = WI - WR

Der zweite Hauptsatz nach der Kelvin-Planck-Formulierung verbietet, dass diese
Netto-Arbeitsleistung positiv ist, denn sonst hatten wir eine Warme-Kraft-
Maschine, die Arbeit leistet und nur mit einem Reservoir in Kontakt ist. Es muss
also gelten:

W, W
W, >W, oder —%>—

>— oder 7,>7n
Qu ~ Q o
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Mit der analogen Uberlegung beweist man auch, dass nur fiir reversible Prozesse
der hochste Wirkungsgrad erreicht werden kann. (Ersetze (R) und (I) durch (R1)
und (R2)).

6.6 Die Kelvin-Temperatur-Skala

Mit Hilfe des 2. Hauptsatzes und des Carnot-Prozesses kann man eine von
irgendwelchen Materialien unabhangige Temperaturskala definieren.

Da der theoretisch maximale Wirkungsgrad fir jeden reversiblen Prozess der

gleiche ist, kann dieser nur eine Funktion der Temperaturen der verwendeten
Reservoirs Ty und Tc sein.

1’]th,rev = f(TH ’TC)

Die Definition des Wirkungsgrades aus dem 1. Hauptsatz hat ergeben:

W
MNthrev = = 1_&
Qy Qy

Damit muss auch das Verhéaltnis der Warmen nur eine Funktion der Temperatur
sein:

Q¢
=F(T,, T,
0 ( )

H

Durch die bisherigen Uberlegungen ist diese Funktion nicht definiert. In der
Literatur wird sie oft als Postulat folgendermassen eingefiihrt:

F(TH’TC) :&: I

lc
Quw Ty
Dieses Postulat folgt allerdings direkt aus dem Carnot-Prozess und der

Zustandsgleichung fur ideale Gase. In Kapitel 3 haben wir fiir den
1isothermen Prozess (Polytrope mit n=1) kennen gelernt:

QH — RTH |n£ und _QC = RTC 'In\\:_leC,ab

v, 4

Die Nummerierung der Zusténde bezieht sich auf den Carnot-Prozess (siehe Fig.
6.7). Die Punkte 2 und 3 sowie 4 und 1 sind je durch einen adiabaten Prozess
zwischen denselben Isothermen miteinander verbunden. Unter Verwendung der
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Zustandsgleichung fir ideale Gase und der Polytropengleichung fiir adiabate
Prozesse:

g = konst und p-v* = konst
: : vV, V
kann gezeigt werden, dass gilt: —2-_3
vV, Vv,
Daraus folgt dann direkt: T T)=2e = Te
Qn Ty

Die angesetzte Funktion ist somit kein willkiirliches Postulat, sondern ergibt
sich aus dem Carnotprozess und der Zustandsgleichung fiir ideale Gase. Sowohl
der Carnotprozess als auch die ideale Gasgleichung implizieren die Existenz
eines absoluten Nullpunktes.

Fir die Skalierung der Kelvin-Temperaturskala brauchen wir einen

Referenzpunkt Tk. Wie schon bei der Gastemperatur wiahlen wir dafiir den
Tripelpunkt (TP) von Wasser und setzen

Tk =273.16 K

Die Definition der Kelvinskala, basierend auf dem Carnotprozess, lautet somit:

T=273.16-( Q J
QTP rev

Die so gewéihlte Temperaturskala ist fast identisch mit der anhand eines Ho-
Gasthermometers bestimmten Temperatur. Im Bereich tiefer Temperaturen
ergeben sich Abweichungen von bis zu 0.2 K. Im Bereiche zwischen 0 und 100 °C
sind die Abweichungen kleiner als 0.001K.

Die in der Definitionsgleichung auftretenden Werte sind immer positiv, es
existieren keine negativen Temperaturen (siehe Fig. 6.10). Der Nullpunkt der
Kelvin-Skala ist der absolute Nullpunkt. Dies entspricht einem Zustand der
Materie, bei dem die Atome/Molekiile absolut keine kinetische Energie mehr
besitzen.
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T(K) Substance® State”
Jto5 He Vapour pressure point
13.8033 e- Triple point
~17 e-H; Vapour pressure point
~20.3 e-H, Vapeur pressure point
- 24.5561 Ne Triple point
54.3584 0, Triple point
83.8058 Ar Triple point
234.3156 Hg Triple point
0 273.16 H;0O Triple point
__________________ 302.9146 Ga Melting point
429.7485 In Freezing point
505.078 Sn Freezing point
692.677 Zn Freezing point
933.473 Al Freezing point
1234.93 Ag Freezing point
Q TP g P
2T 1337.33 JAu Freezing point
W 1357.77 Cu Freezing point.
Q
Sl “He denotes He or *He: e-Hj is hydrogen at the equilibrium
concentration of the orthe- and paramolecular forms.

0 ”Triple point: temperature at which the solid, liquid, and
vapour phases are in equilibrium. Melting point, freezing
point: temperature, at a pressure of 101.325 kPa, at which
the solid and liquid phases are in equilibriam.

Source: H. Preston-Thomas, “The International Temperature
Scale of 1990 (ITS-90),” Metrologia 27, 3-10 (1990}
Fig. 6.10: Illustration zur Definition des Tab. 6.8: Tabelle mit den
absoluten Nullpunktes Definitionspunkten der Internationalen

Temperaturskala ITS90

Die auf dem Carnotprozess basierende Kelvin-Temperatur-Skala ist unhandlich
im Gebrauch. Man hat deshalb 1927 durch internationale Ubereinkunft eine
Skala fur den praktischen Gebrauch konstruiert, welche durch eine Anzahl von
Fixpunkten definiert ist, die alle auf spezifischen Materialeigenschaften basieren
(ITS27). Diese Skala wurde dann in der Vergangenheit laufend korrigiert und
verbessert, heute gilt I'TS90 (siehe Tabelle 6.8)

6.7 Maximale Wirkungsgrade von Kreisprozessen

a) Warmekraftprozesse

Die Betrachtung von Warmekraftprozessen als Kreisprozesse mit Hilfe des 1.
Hauptsatzes hat ergeben:

Qc

n=1-—
Qu

Ist der Kreisprozess ein reversibler Carnotprozess gilt fiir das Verhéltnis der zu-
und abgefiihrten Warme die Beziehung:

Qe _Te

Qu T
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(Zur Erinnerung: Auf dieser Beziehung beruht auch die Definition der Kelvin-
Temperaturskala). Damit erhalten wir fiir den Wirkungsgrad des
Carnotprozesses:

& 1 T _Tu-Te

MNcamo =1- ===
T Qe T T T

Nach dem 2. Hauptsatz gilt der Carnot-Wirkungsgrad auch fiir jeden beliebigen
anderen reversiblen Kreisprozess zwischen zwei Warmereservoiren und stellt das
theoretische Maximum dar, welches ein Kreisprozess erreichen kann.

Der Wirkungsgrad fiir einen Warmekraftprozess ist somit vom 2. Hauptsatz her
limitiert auf einen Wert deutlich <1. Als unteres Warmereservoir steht im
Allgemeinen die Umgebung zur Verfligung. Die obere Arbeitstemperatur hat
deshalb eine immense Bedeutung in der Technik um einen hohen Wirkungsgrad
zu erreichen. Die Beschrankungen kommen hier in der Regel durch
Materialprobleme.

Fig. 6.11 Carnot Wirkungsgrad als Funktion von Tc/Tha

Fig. 6.11 zeigt den Carnot-Wirkungsgrad als Funktion des Verhaltnisses Tc¢/Th.
Der Wert 0 ist nicht erreichbar, da weder fiir Tc der absolute Nullpunkt noch fir
Tu der Wert « erreicht werden kann. Fig. 6.12 zeigt den Verlauf des Carnot-
Wirkungsgrades in Funktion der oberen Prozess-Temperatur unter der
Annahme, dass TC = Umgebungstemperatur = 293 K betragt.

Um einen idealen thermischen Wirkungsgrad von 80 % zu erreichen misste
demnach die obere Prozesstemperatur 1500 K erreichen. Die Wirkungsgrade von
realen Maschinen nehmen sich dagegen bescheiden aus:

Gasturbine 35 %
Dampfturbine fossil 40 %
Dampfturbine nuklear 30 %
Gas/Dampf-Kombi 50 %
Motoren Diesel 30-35%
Otto 25-30%
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Fig. 6.12: Carnot-Wirkungsgrade in Funktion der oberen Prozesstemperatur

Die hochsten Eintrittstemperaturen (fiir kontinuierlich arbeitende Maschinen)
ertragt die Gasturbine (ca. 1400 K), allerdings sind dort auch die
Austrittstemperaturen mit 600 — 700 K relativ hoch. Bei der Dampfturbine ist
man durch die Dissoziation des Wasserdampfes auf etwa 800 K beschrankt. Im
Kernreaktor kommt die zusatzliche Beschriankung hinzu, dass das Wasser wegen
der Moderatorfunktion in fliissiger Form bleiben muss, d.h. die Temperatur muss
unterhalb des kritischen Punktes (647 K) bleiben. Der beste Wirkungsgrad wird
heute durch das Gas/Dampf-Kombikraftwerk erreicht, da hier die grosste
Temperaturspanne genutzt werden kann. Die Wirkungsgrade dieser Prozesse
erreichen alle ca. 60 % des idealen Carnot-Wirkungsgrades fiir die
entsprechenden Prozesstemperaturen. Die Irreversibilitaten kommen im
Wesentlichen durch Temperaturgefille in Warmetauschern, Reibungsverluste
der Stromung in der Maschine und Warmeverluste durch das Gehéduse zustande.

Bei Motoren sind die Spitzentemperaturen wesentlich hoher, dies allerdings
immer nur kurzzeitig. Die Wirkungsgrade sind aber trotzdem relativ niedrig, da
die Abgastemperaturen sehr hoch sind und die notwendige Zylinderkiihlung zu
betrichtlichen Warmeverlusten wiahrend dem Arbeitsprozess fihrt. Der
Dieselmotor weist wegen der héheren Verdichtung und héheren
Arbeitstemperatur gegeniiber dem Ottomotor einen deutlichen Vorteil auf.

b) Kiltemaschinen und Warmepumpen

Auch diese Prozesse haben wir bereits mit Hilfe des 1. Hauptsatzes betrachtet.
Die Qualitéat dieser Prozesse wird durch die sogenannte Leistungsziffer ¢
beschrieben (aus dem Englischen wird auch oft die Bezeichnung Chiffre of
Performenance = COP verwendet).
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Bei der Kaltemaschine sind wir an der Warmemenge Qx interessiert, welche wir
dem kalten Reservoir (z.B. Kiithlschrank) entziehen, deshalb:

. Q. Q
W Qu-Qc

Der optimale Prozess ist auch hier ein reversibler Carnot-Prozess, der hier in
umgekehrter Richtung durchlaufen wird. Deshalb sind die Warmemengen
proportional zu den Temperaturen:

&:T—C oder — === und damit Q=¢-T
Qu Ty Te Ty

Damit kénnen auch fir die Leistungsziffer die Warmemengen durch die
Temperaturen ersetzt werden:

€ =
KM, max
TH TC

Analog folgt fiir die Warmepumpe, wo wir an der auf der heissen Seite
abgegebenen Warmemenge interessiert sind:

EWP,max = QH = QH = TH :TH_TC+TC :1+L:1+8KM.max

’ WKP QH_QC TH_TC TH_TC TH_TC
Bei Warmepumpen und Kaltemaschinen sind die Temperaturniveaus der
Anwendung sehr individuell. Die Angabe der Leistungsziffer allein ist noch kein
Indikator fir die Qualitat der Maschine. Diese wird am Verhéaltnis der realen zur
idealen (reversiblen) Leistungsziffer gemessen. Dieses Verhéltnis liegt bei
modernen Maschinen im Bereich von 0.5 — 0.6.

6.8 Die Clausius-Ungleichung und der Entropiebegriff

Der zweite Hauptsatz macht eine Aussage tiber die Richtung, in welcher
Prozesse spontan ablaufen werden, ndmlich in Richtung des Ausgleichs (von
Temperaturdifferenzen, Druckdifferenzen etc.). Solche Ausgleichsprozesse
enthalten ein gewisses Potential fur Arbeitsleistung, wenn dieses ideal genutzt
wird ist der Prozess umkehrbar, d.h. reversibel. Lassen wir den
Ausgleichsprozess ohne Nutzung des Arbeitspotentials ablaufen, geht dieses
irreversibel verloren.
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Wir fiihren nun einen neuen Begriff ein, die Entropie, welche ein quantitatives
Kriterium fiir die Richtung des spontanen Prozessablaufes sowie ein Mass fiir die
Irreversibilitat darstellt.

Wir betrachten hierzu fiir eine anschauliche Einfiihrung des Entropiebegriffes
ein Standardsystem fiir einen vollstdndig irreversiblen Prozess. Dieses besteht
aus einem Warmereservoir der Temperatur T und einer gespannten Feder (siehe
Fig. 6.13a). Die Feder wird nun entspannt und die potentielle Energie der Feder
wird dabei Giber einen angebrachten Kolben vollstindig in Warme umgewandelt.

Das Ausmass des Vorganges lasst sich anhand der erzeugten Warmemenge
ablesen. Sie ist aber noch kein Mass fiir die Irreversibilitat.

Fig. 6.13 a) irreversibler Standardprozess b) Irreversibler Prozess bei zwei verschiedenen
Temperaturen und Warmekraft Kreisprozess dazwischen

Fihren wir den Prozess mit zwei verschiedenen Warmereservoirs Ti und Ts
durch (T; > T9), sehen wir, dass die dem Reservoir T: zugefiihrte Warme noch fiir
einen reversiblen Kreisprozess zwischen Ti und T2 genutzt werden kann. Der
Prozess mit Warmezufuhr in das heissere Reservoir T ist also weniger
irreversibel als bei Warmezufuhr in das kaltere Reservoir Ts. Wir kénnen nun
das Mass der Irreversibilitat definieren als das Verhéltnis zwischen:

dem Wdrmereservoir zugefiihrten Warmemenge
Temperatur des Behdlters bei der Aufnahme

und nennen dieses Verhaltnis den Entropiezuwachs AS
AQ _ AS=S, -5,
-

Die Entropie innerhalb eines Systems ist — im Gegensatz zur Energie — keine
Erhaltungsgrosse. Bei einem irreversiblen Prozess wird Entropie produziert.
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Eine mathematisch korrektere Einfihrung des Entropiebegriffes fiihrt tiber die
Clausius-Ungleichung. Diese Ungleichung lautet:

iﬁ@ <0

T

$ Umlaufsintegral iiber einen ganzen Kreisprozess

8Q  zugefiihrte Warmemenge

T absolute Temperatur an der Systemgrenze, wo die Warme 6Q tibertragen

wird

Das Gleichheitszeichen gilt fiir reversible Prozesse (z.B. Carnot-Prozess). Fir alle
ubrigen (irreversiblen) Prozesse gilt das <-Zeichen.

Die Clausius Ungleichung kann aus einem Gedankenexperiment mit einer
Apparatur gemass Fig. 6.14 hergeleitet werden.

“Heisses” Reservoir

Tres
=

Grenze des
kombinierten Systems

Fig. 6.14 Gedankenexperiment zur Herleitung der Clausius-Ungleichung

Ein Warmereservoir der Temperatur Tres steht in Kontakt mit einem System der
Temperatur T (T = variabel). Das System leistet eine Arbeit 8W. Zwischen die
beiden Temperaturen Tres und T ist ein reversibler Kreisprozess geschaltet,
welcher die Arbeit 6W* leistet. Grundsatzlich lassen wir sowohl an der Grenze
des Reservoirs Tres als auch an der Grenze des Systems T Warmeflisse in beiden
Richtungen zu.

Dem Zwischenzyklus wird aus dem Reservoir eine Warmemenge 6Q° zugefiithrt
und von diesem eine Warmemenge 6Q an das System abgegeben. Der
Zwischenzyklus ist ein reversibler Kreisprozess, deshalb gilt:

dQ" 8Q , 0Q
— = resp. 3Q =Ty, —
p Q Res "

Res
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Wir betrachten nun die Energiebilanz des kombinierten Systems Zwischenzyklus
plus System (Index C)

dE, =5Q"— W, wobei SW,, = W' + W

Die Warmemenge 8Q°‘ kann durch die Beziehung fiir den Carnot-Prozess ersetzt
werden:

W, =T, 2 _dE,

Res

Wir integrieren diesen Ausdruck nun iber einen ganzen Kreisprozess
(d.h. dEc =0)

) o
WC=§TR95?Q= Res ?Q

Da wir insgesamt eine Maschine vor uns haben, die nur mit einem
Wiarmereservoir Tres in Verbindung steht, kann sie nach dem 2. Hauptsatz keine
Arbeit leisten:

W, <0 und deshalb §§ <0=-S,

Zur Veranschaulichung konnen wir die Clausius-Ungleichung auf den
Carnotprozess anwenden:

§@=&_&
T T T,

Die Bedingung fiir den reversiblen Kreisprozess ist also erfiillt. Handelt es sich
um einen irreversiblen Prozess zwischen denselben Warmereservoirs Ti und T,
wird die geleistete Arbeit kleiner, dafiir nimmt die abgefiihrte Warme Q2 zu,
deshalb:

Q9 <0=-AS,

Tl T2
Dies bedeutet, dass beim irreversiblen Kreisprozess mehr Entropie abgefiihrt
wird als zugefiihrt, der irreversible Kreisprozess produziert Entropie.
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6.9 Definition der Entropiedifferenz

¥

Fig. 6.15: Varianten reversibler Kreisprozesse

Wir betrachten nun beliebige reversible Kreisprozesse zwischen zwei Punkten 1
und 2 (siehe Fig. 6.15) und greifen zwei dieser Prozesse heraus, namlich der
Prozess uber die Pfade A und C respektive tiber die Pfade B und C. Die Pfade A,
B und C sind beliebig wahlbar, miissen aber reversible Prozesse darstellen. Fiir
beide Kreisprozesse gilt die Clausius-Ungleichung (da reversibel) mit dem
Gleichheitszeichen:

Damit muss auch gelten:

7)),

Damit haben wir gezeigt, dass der Wert des Integrals unabhingig vom gewéahlten
Weg ist, da die Pfade A und B beliebige reversible Pfade darstellen. Das Integral
beschreibt deshalb die Anderung einer Zustandsgrosse, fiir die wir bereits den
Begriff der Entropie eingefiihrt haben.

f(@] =35, =95,
1 T rev

Der Index (rev) soll daran erinnern, dass der Pfad von 1 nach 2 tiber einen
reversiblen Prozess verlaufen muss.
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Da die Entropie eine Zustandsfunktion ist, ist die Entropiedifferenz zwischen
zwel Zustanden immer dieselbe, unabhingig davon, ob ein reversibler oder ein
irreversibler Prozess durchlaufen wird.

Die Einheit der Entropie ist: S: [k—é}

Sie ist eine extensive Zustandsgrosse, wir konnen deshalb auch die spezifische
Entropie definieren:

“ = S/m {kJ K }

kg - K kmol-K

Die Entropie erfiillt die zu Beginn des Abschnittes 6.7 aufgestellten
Zielsetzungen folgendermassen:

Ein Prozess wird spontan immer in der Richtung ablaufen, dass die
Entropie zunimmdt.

Die Entropie ist ein Mass dafiir, wieviel von der potentiellen
Arbeitsmaoglichkeit einer thermischen Energiemenge schon verloren
(verbraucht) ist.

6.10 Entropie einer reinen einfachen Substanz

Die Gleichung zur Bestimmung der Entropie-Differenz kann auch bentitzt
werden um den Absolutwert der Entropie fiir einen Zustand zu bestimmen.
Solche Entropiewerte konnen dann in Form von Tabellen oder Diagrammen
dargestellt werden,

wobeil Sx der Wert der Entropie im Referenzzustand x ist. Der Referenzzustand
und der zugehorige Wert der Entropie konnen willkiirlich gewéahlt werden.

Fir Wasser wird die Entropie null gesetzt beim Tripelpunkt, man wéahlt also den
selben Referenzpunkt wie fiir die innere Energie. Fur Fluide, die in
Kéaltemaschinen oder Warmepumpen eingesetzt werden (z.B. Ammoniak oder
Kaltemittel R12) wird der Zustand der gesattigten Flissigkeit bei —40 °C als
Referenzzustand gewihlt.

Bei Prozessen mit reinen einfachen Substanzen treten nur Entropiedifferenzen
auf und die Wahl des Referenzzustandes hat dann keine Bedeutung. Bei
Prozessen mit chemischen Reaktionen, d.h. wenn Substanzen verschwinden und

LTNT — Laboratorium fiir 141
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

tidgendssische Technische Hochschule Ziirich
Swiss Federal Institute of Technology Zurich Kapite] 6

dafiir andere neu entstehen, miissen absolute Entropiewerte verwendet werden,
welche mit Hilfe des dritten Hauptsatzes der Thermodynamik definiert werden
koénnen.

6.10.1 Tabellenwerte der Entropie

Die thermodynamischen Tabellen und damit auch die Darstellung der
Entropiewerte sind nach 4 Gebieten (im Phasendiagramm) aufgeteilt:

a) Gebiet des Uberhitzten Dampfes

In diesem Gebiet sind Druck und Temperatur unabhingige Variablen. Die
spezifische Entropie s (zusammen mit u, h und v) muss demnach tabelliert
werden in Funktion der Temperatur und des Druckes.

b) gesattigte Zustdnde

Auf der Sattigungslinie (Zweiphasengrenze) sind Druck und Temperatur
abhéngige Variablen. Die Werte fiir s, v, u und h werden in Funktion der
Temperatur zusammen mit dem zugehérigen Sattigungsdruck dargestellt. Dies
gilt sowohl fiir die fliissige als auch die gasformige Sattigungslinie.

c) Nassdampfgebiet

Die Werte fiir s, h, u und v sind unterschiedlich, je nachdem ob der Zustand
flussig oder gasformig ist. Im Nassdampfgebiet setzen sich die Werte aus den
entsprechenden Anteilen zusammen: Diese Zusammensetzung wird flur die
Entropie analog formuliert, wie wir das fir die Enthalpie kennen gelernt haben.

$(x,T) =(1-Xx)-s¢ +X Sy =S¢ +X'(Sg -S;)
d) Gebiet der unterkiihlten Flissigkeit

Die Darstellung ist analog wie im Gebiet des iberhitzten Dampfes. Wegen der
geringen Kompressibilitat der Flussigkeit gilt auch als gute Naherung:

s(T,p) =5 (T)
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6.10.2 Diagramme

Oft ist es hilfreich Zustande und Prozesse im Zusammenhang mit dem 2.
Hauptsatz graphisch darzustellen. Gebrauchliche Diagramme mit der Entropie
als einer Achse sind das T-s und das h-s Diagramm.

a) Das T-s Diagramm

(Siehe Fig. 6.16). Ahnlich wie beim T-v Diagramm liegt das Zweiphasengebiet
unter der glockenférmigen Sattigungskurve. Zum Gebiet des uiberhitzten
Dampfes kann folgendes bemerkt werden:

e Die v = konstant Linien (Isochoren) verlaufen steiler als die p = konstant
Linien (Isobaren).

e Im grau schattierten Bereich (bei grossen Entropiewerten und kleinen
Driicken) ist die Abhéngigkeit der Enthalpie vom Druck gering, deshalb gilt
néherungsweise:

h(T,p) =~ h(T)

Dies ist auch das Gebiet, in dem das Modell des idealen Gases eine sehr
gute Ndherung des Zustandsverlaufes darstellt (kleiner Druck = grosse
Molekiilabstinde = kleine Wechselwirkung zwischen den Molekiilen).
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Fig. 6.16 (Mit Erlaubnis kopiert aus Moran/Shapiro)
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b) Das h-s Diagramm

Dieser Diagrammtyp ist auch bekannt unter dem Namen Mollier-Diagramm
(nach R. Mollier, 1863 — 1935) (siehe Fig. 6.17). Speziell zu beachten ist die
Position des kritischen Punktes. Der kritische Punkt ist nicht der Punkt auf der
Sattigungslinie mit der grossten Enthalpie.

Dieses Diagramm dient im besonderen zur Untersuchung von Prozessen im
Gebiet des tiberhitzen Dampfes und im Zweiphasengebiet. Die Kurven fir
verschieden konstante Werte von x liegen weit auseinander.

Fur grossere Werte von s und h verlaufen in diesem Diagramm die Isothermen
horizontal. Dies ist wiederum der grau schattierte Bereich, wo das ideale
Gasgesetz seine Giiltigkeit hat.

6.10.3 TdS-Gleichungen

Betrachten wir den 1. Hauptsatz fur ein reines einfaches kompressibles System,
welches einen reversiblen Prozess ausfiihrt (z.B. isotherme Expansion, siehe Fig.
6.18)

Systemgrenze (Kolben-
y g = verschiebung

erzeugt
Arbeit)

System

J&\!&J& Feuer (Wé&rme)

Fig. 6.18 reversibler Prozess am einfachen System, links: Abstraktion, rechts: realistisches
Beispiel

8Q,,, =dU +3W,,

Diese Formulierung enthélt die beiden unvollstdndigen Differentiale 6Q und 8W,
welche eine Integration nicht ohne weiteres zulassen.

Fur den betrachteten Prozess ist die Arbeit, wie friither definiert, gegeben durch

8Wrev =p- dv

LTNT — Laboratorium fiir 146
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

tidgendssische Technische Hochschule Ziirich
Swiss Federal Institute of Technology Zurich Kapite] 6

Das unvollstiandige Differential 6Q wird tiber die Definition der Entropie mit dem
vollstandigen Differential dS verknipft (zur Erinnerung: S ist eine Zustands-
funktion)

dS — 6QTEV
_I_

was umgeschrieben werden kann als:

5Q,,, =T-dS

Damit erhalten wir aus der Betrachtung eines reversiblen Prozesses eine
Darstellung des 1. Hauptsatzes, welche nur aus vollstandigen Differentialen
besteht:

T-dS=dU+p-dV

Diese Gleichung gilt auch sowohl fiir massenspezifische als auch fiir molspezi-
fische Grossen:

T-ds=du+p-dv

T-ds=du+p-dv
Diese Gleichung wird als die 1. TdS-Gleichung bezeichnet. Sie kann zum Beispiel
fir die Integration der Enropiedifferenz in einem Prozess beniitzt werden. Thre
Bedeutung ist aber allgemeiner, da sie Beziehungen herstellt zwischen verschie-

denen thermodynamischen Gréssen (u, s, h, p, v, T). Sie kann auch als Zusam-
menfassung des 1. und 2. Hauptsatzes betrachtet werden.

Die zweite TdS-Gleichung erhalten wir tiber die Enthalpie:
H=U+p-V resp. als Differential: dH=dU+p-dV+V-dp
oder anders geschrieben:
dUu+p-dV=dH-V-dp
Dies eingesetzt in die 1. TdS-Gleichung ergibt die 2. TdS-Gleichung:

T-dS=dH-V-dp
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Auch diese Gleichung gilt wiederum fiir massenspezifische und molspezifische
Grossen:

T-ds=dh-v-dp
T-ds=dh—-v-dp

Die 1. und 2. TdS-Gleichung wurden im Hinblick auf einen reversiblen Prozess
hergeleitet. Da aber in diesen Gleichungen nur Zustandsgréssen mit ihren
vollstandigen Differentialen auftreten, sind sie beliebig integrierbar und
gelten damit auch fiir irreversible Prozesse. In diesem Umstand liegt die
wahre Bedeutung der TdS-Gleichungen.

Anwendungsbeispiel: Entropiednderung bei Verdampfung/Kondensation

Diese Vorgédnge finden bei konstantem Druck statt, deshalb folgt aus der 2. TdS-
Gleichung mit dp = 0:

T-ds=dh

Die Integration des ganzen Vorganges, der auch bei konstanter Temperatur
ablauft, ergibt:

[T-ds=T[ds=[dh = T-(s,-5;)=(h,—h;)

Sind die Stoffdaten fiir h bekannt, kann daraus leicht die Entropiedifferenz (sg — sf)
ermittelt werden oder umgekehrt.

Weitere Beziehungen
Wie schon erwahnt, liegt die Bedeutung der TdS-Gleichungen darin, dass damit
Beziehungen zwischen den verschiedenen Grossen der Thermodynamik
hergeleitet werden kénnen. Beginnen wir mit der 1. TdS-Gleichung in der Form:

dU=T-dS—p-dV

Da S und V zwei unabhingige Zustandsgrossen sind, kann U in Funktion dieser
beiden Variablen betrachtet werden: U = U(S,V) und damit wird das Differential:

-2, (W)
S ), \aV ),
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Der Vergleich dieses Ausdruckes mit der obigen Gleichung ergibt dann direkt:

(auj (au)
T=|Z p=— —
as ), oV ),

Analoge Uberlegungen kénnen fir die 2. TdS-Gleichung und die Enthalpie
angestellt werden:

dH=T-dS+V-dp

Die Enthalpie kann als Funktion der beiden unabhingigen Zustandsgrossen S
und p betrachtet werden: H = H(S,p).

WERE
oS ), \op )

Der Vergleich dieses Ausdruckes mit der obigen Gleichung ergibt dann direkt:
r-(2) v_(H
oS ), op )s

6.10.4 Entropieinderung idealer Gase

Fur die Berechnung von Entropiedifferenzen konnen die beiden TdS-Gleichungen
nach ds aufgelost werden:

ds=39 P gy
T T

gs=d Y 4
T T

Fir ideale Gase gelten die folgenden Bedingungen:

du=c,-dT dh=c,-dT p-v=R-T

Damit werden die differentiellen Entropiednderungen zu:

ds:cv(T)d—T+Rd—V
T %

dT dp
ds=c (T)—-R—
(MRS
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Diese Gleichungen kénnen nun leicht zwischen zwei beliebigen Zustianden (1)
und (2) integriert werden:

Vv

S(TZ'VZ)_S(Tllvl) =-_rfcv(T)_+ R-In (_zj

S(T,.p,) -s(T,.p jc (T)——R In(sz
p

1

Fir die direkte Berechnung der Temperatur-Integrale miissten die funktionalen
Abhéngigkeiten fiir ¢y und ¢, bekannt sein. Da fiir ein ideales Gas der Zusam-
menhang gilt: ¢, — ¢v = R gentigt an sich eine dieser Funktionen. Im Allgemeinen
Fall sind diese Funktionen aber nicht bekannt und es ist deshalb notwendig, mit
tabellierten Werten zu arbeiten.

Die Druckabhéangigkeit der Entropiedifferenz ist in der obigen Gleichung
geschlossen dargestellt und kann numerisch berechnet werden. Es gentigt also,
Tabellen fiir einen bestimmten Referenzdruck zu erstellen. Typischerweise wahlt
man p = 1 Atm (= 1,01325.105Pa). Ferner muss fiir die Erstellung der Tabellen
eine Referenztemperatur mit zugehorigem Entropiewert gewédhlt werden. Wir
setzen sinnvollerweise die spezifische Entropie s = 0 bei T = OK. In den Tabellen
finden wir dann die folgenden Werte aufgelistet:

s°(T)=_T[cp(T)-d?T fir (p=1Atm)

Die Differenz zwischen zweil Zustianden mit T = T; und T = Tq drickt sich dann
wie folgt durch die tabellierten Werte aus:

j M- —j (T)- ——j (T)——s(T) s°(T,)

Fur die gesamte Entropiedifferenz zwischen zwei Zustidnden folgt daraus:

S(T,.,) —S(T,.p;) =s°(T,) —s°(T,) -R-In Pz

1

analog gilt diese Gleichung auch fiir die molbezogenen Grossen:

§(T2,p2)—§(T1,pl)=§°(T2)—§°(Tl)—ﬁ.|n%
1
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In vielen Féllen gentigt es, den Verlauf von ¢y(T) und cp(T) durch konstante
Werte anzunidhern. Das Integral fir die Entropiedifferenz ist dann direkt losbar:

s(T,,v,)—s(T,,v,)=c, In[%} +R- In[V_ZJ

1 Vl

s(T,,p,)—s(T,,p,) = C,- |n(Lj “R- |n[&j
T, P,

6.10.5 Entropieinderung inkompressibler Stoffe

Fur inkompressible Stoffe (Festkorper, Flissigkeiten) gilt immer ndherungsweise
v = konst. Auch Prozesse mit gasformigen Stoffen konnen als inkompressibel
behandelt werden, wenn das Volumen konstant bleibt. Die Konsequenzen daraus
sind:

v = konst : — ¢, =c,=c(T)

- du =c(T)-dT ds =c(T) d%
Fir konstantes Volumen entfillt der Volumenterm im Ausdruck fur die
Entropiedifferenz. Deshalb muss auch der entsprechende Term fiir eine
Druckianderung entfallen. Der Ausdruck fiir die Entropiedifferenz vereinfacht
sich damit zu:

T oodT : _ T,
S,—S; = J.C(T) T resp. bel konstantem c: s, -S, =c:In T
T 1

6.11 Entropiebilanz fiir geschlossene Systeme
6.11.1 Entropieanderung bei reversiblen Prozessen

In diesem Abschnitt betrachten wir den Zusammenhang zwischen
Wiarmetibertragung und Entropiednderung fiir reversible Prozesse in einem
geschlossenen System. Einem System kann reversibel Warme zu- oder abgefiihrt
werden, damit kann auch die Entropie zu- oder abnehmen. Die Definitions-
gleichung
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hat dann folgende konkrete Bedeutung (die Temperatur ist immer positiv):
3Q>0 (Warmezufuhr): dS>0 (die Entropie des Systems nimmt zu)
3Q<0 (Warmeabfuhr): dS<0 (die Entropie des Systems nimmt ab)
3Q=0 (Adiabates System): dS=0 (die Entropie bleibt konstant).

Ein reversibler adiabatischer Prozess ist gleichzeitig ein isentroper Prozess.

dQ,,= Tds

SN

|l— ds s

—

Fig. 6.19: Darstellung der Warmezufuhr im TS-Diagramm

Die Definitionsgleichung fiir die Entropie kann nach der iibertragenen Wéarme
aufgelost werden.

3Q,, =T-dS

was auch zwischen den Zustanden (1) und (2) integriert werden kann:
2
Qe =|T-ds
1

Die tibertragene Warme wird im T'S-Diagramm durch die Fléache unter der Kurve
dargestellt. (siehe Fig. 6.19)

Diese Erkenntnis konnen wir nun auf den Carnot-Prozess anwenden. Die 4
Teilprozesse sind wie folgt definiert:

152 Isentrope Kompression (S = konstant)

253 Isotherme Expansion (T = konstant., Warmezufuhr Q2 )

3—>4 Isentrope Expansion (S = konstant)

41 Isotherme Kompression (T = konstant, Warmeabfuhr Q4,1)
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Im TS-Diagramm sind Prozesse mit T = konstant horizontale Geraden und mit S
= konstant vertikale Geraden. Der Carnot-Prozess erscheint im T'S-Diagramm
als achsenparalleles Rechteck (siehe Fig. 6.20).

T“ a) Qein T4 b)
Qaus
2 3 2 3
T > Tu1 <
4 Y ¥ 4
Te4 1 < 4 Tx4 1 > 4
@ Qaus ﬁ Qein
i —>s i —>s
X y X y

Fig. 6.20: Der Carnot-Prozess im T-S-Diagramm a) rechtslaufend = Warme-Kraft-
Prozess; b) linkslaufend = Kdltemaschinen/Warmepumpen-Prozess

Gemaiss dem 1. Hauptsatz ist die abgegebene Arbeit gleich der Differenz
zwischen zugefiihrter und abgefiihrter Warmemenge:

W, =Q,, — Q. =Q,5 —Q,, = Flache(2,3,y,x) — Flache(l,4,y, x) = Flache(2,3,4,1)
Die Arbeitsleistung des Carnot-Kreisprozesses wird durch die im Rechteck eingeschlossene Flache reprasentiert.

Ebenfalls kann der Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses durch die Flachen im
TS-Diagramm dargestellt werden.

_ WKP _ Q2,3 _Q4,l

n
© Qein Q2,3

_ Flache(2,3,y,x) — Flache(1,4,y,x) _ Flache(2,3,4,1)
Flache(2,3,y, x) Flache(2,3,y,X)

(TH _TC)'(Sy _Sx): Ty —Tc
TH'(Sy_Sx) TH

Damit haben wir das altbekannte Resultat wieder gefunden. Der Kélte- resp.
Wiarmepumpenprozess lasst sich auf die analoge Art behandeln.
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6.11.2 Entropie-Produktion
Wir wollen jetzt anhand einer allgemeinen Formulierung einer Entropiebilanz
fir geschlossene Systeme die Produktion von Entropie wiahrend eines Prozesses

untersuchen. Wir betrachten ein System, das mit n verschiedenen
Wiarmereservoirs verbunden ist (siehe Fig. 6.21).

T1 Tof o \Tj [ -\ Ta
Ql Q j Qn

Fig. 6.21: System in Kontakt mit n verschiedenen Wdrmereservoirs

Die n Warmestrome konnen entweder positiv oder negativ sein, d.h. die Warme
kann zu- oder abgefiihrt werden. Nach einem Prozess von einem Zustand (1) zu
einem Zustand (2), wobei mit jedem der n Reservoirs eine endliche Warmemenge
Qj ausgetauscht wird, lautet die gesamte Entropiednderung des Systems:

S, -S, ZZ% resp. sz—sl—z%zo
= j

=T

Das Gleichheitszeichen entspricht dem reversiblen Prozess. Mit der obigen
Ungleichung kénnen wir das Konzept der Entropieproduktion (Entropie-
Erzeugung) einfithren. Die linke Seite der obigen Gleichung (2. Fassung) ist die
erzeugte Entropie Serz:

Ist der betrachtete Prozess ein Kreisprozess, d.h. Zustand (1) = Zustand (2) wird
diese Gleichung zu: (wir erkennen die Clausius Ungleichung wieder)

n Q
Serz,KP = _ZT_J

=T

Diese Beziehung fiir Serz, welche eine Variante der moglichen Formulierungen
des 2. Hauptsatzes darstellt, nennt man die Entropiebilanz eines geschlossenen
Systems.
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Wichtig: Infolge ihrer Definition ist Serz keine Zustandsgrosse und darf nicht
mit der Zustandsfunktion S verwechselt werden. Die Anwendung auf den
Kreisprozess macht dies deutlich. In einen technisch realen Kreisprozess wird
Entropie erzeugt (Serz >0), wahrend die Zustandsfunktion Entropie S nach jedem
Zyklus wieder den selben Wert hat.

Die in der Entropiebilanz einzusetzenden Temperaturen Tj entsprechen der
Temperatur des Teiles der Systemgrenze, wo die Warmeiibertragung stattfindet.

Anstelle einer Entropiebilanz fiir die erzeugte Entropie kann auch deren zeitliche
Ableitung fiir deren momentane Produktionsrate aufgestellt werden:

w0
Serz:S_ —
27

wobel der Punkt tiber den Grossen fiir deren zeitliche Ableitung steht. Die
Einheiten fur die Erzeugungsrate der Entropie sind W/K.

Die Betrachtung von Ser, stellt ein wertvolles Werkzeug dar, um die
,Reversibilitat® oder ,Irreversibilitat” eines Prozesses abzuschétzen. Fir
reversible Prozesse ist natiirlich Ser, = 0. Fiir reale Prozesse wird man versuchen
Serz zu minimieren, um eine technisch optimale Losung zu finden.

Die thermodynamische Optimierung von Prozessen und Systemen ist heute ein
wichtiges Teilgebiet der technischen Thermodynamik.

6.11.3 Mikroskopische Interpretation der Entropie
Wir haben bis anhin die Entropie vom makroskopischen Gesichtspunkt der
Kontinuumstheorie her definiert. Sie hat aber auch ihre Bedeutung in der

mikroskopischen Betrachtung der Teilchenstruktur der Materie.

In der statistischen Mechanik ist die Entropie mit der thermodynamischen
Wahrscheinlichkeit w verkniipft, mit der ein Zustand eingenommen wird.

S=k-In(w)

wobel k = Boltzmann Konstante (k = 1.38066:10-23 J/K). Die Boltzmann-
Konstante ist nichts anderes als die Universelle Gaskonstante pro Teilchen:

k=R/N,

Na ist die Avogadrosche Zahl (Na = 6.022:1023 Teilchen pro Mol).
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Zur Illustration der Wahrscheinlichkeit von Zustidnden betrachten wir ein Geféss
mit je n Teilchen der Sorte A und der Sorte B. Die Zahlenméassige Verteilung der
Sorten A und B auf die linke und die rechte Seite des Gefisses bezeichnen wir als
Makrozustand.

Betrachten wir die einzelnen Teilchen als Individuen (d.h. die Teilchen haben
Nummern), gibt es sehr viele Méglichkeiten einen Makrozustand zu realisieren.
Jede dieser Moglichkeiten stellt einen Mikrozustand dar. Die Anzahl der
Mikrozustiande ist proportional zur Wahrscheinlichkeit, mit der ein
Makrozustand eingenommen wird. Dieses Prinzip wird in Fig. 6.22 fur n = 2
dargestellt.

Rechte Linke
Gefasshalfte Gefasshalfte
®® wow
ﬂdnagiﬂgfscsﬁind @ @ 2 Mikrozustande
B1 || B2 (ay (a9
B2 B1
Makrozustand ) ..
gemischt B1 B2 4 Mikrozustande

Fig. 6.22 Makro- und Mikrozustdnde

Fur den Makrozustand, dass sich z.B. alle Teilchen der Sorte A auf der linken
Seite und diejenigen der Sorte B auf der rechten Seite befinden, gibt es genau
einen Mikrozustand, dies zu realisieren. Dieser Zustand wird deshalb nur mit
einer sehr geringen Wahrscheinlichkeit eingenommen.

Diese Uberlegung veranschaulicht , dass die Entropie bei einem
Mischungsvorgang zunimmt, d.h. der gemischte Zustand besitzt eine hohere
Wahrscheinlichkeit als der ungemischte, da dieser durch eine hohere Anzahl von
Mikrozustianden realisiert werden kann.

Die Entropie kann deshalb im Sinne der statistischen Mechanik auch als Mass
fiir die Unordnung in einem System interpretiert werden.
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6.11.4 Differentielle Betrachtung der Entropiebilanz

Wir haben bis anhin die Entropiebilanz aufgestellt fiir Prozesse, bei denen
bestimmte Warmemengen bei fest vorgegebenen Temperaturen tibertragen
werden. Der allgemeine Fall, wo die Warme bei 6rtlich und zeitlich variierenden
Temperaturen tibertragen wird, bedarf einer differentiellen Betrachtung.
Unseren Ueberlegungen legen wir einen Kreisprozess zugrunde, der aus einem
irreversiblen Teil 1—-2 besteht und einem reversiblen Teil 2—1 (siehe Fig. 6.23).

Fig. 6.23: Kreiprozess fiir die differentielle Betrachtung

Die Clausius-Ungleichung fiir diesen Prozess lautet:

2 1
(5,15, =
ANV N
Der Index G bei der Integration tiber den irreversiblen Prozess bedeutet, dass die
Temperatur tiber die Systemgrenze variabel sein kann. Beim reversiblen Integral
entféllt dieser Index, da die Temperatur tiberall auf der Systemgrenze die selbe
sein muss. Unterschiedliche Temperaturen an der Systemgrenze fithren
zu systeminternen Warmefliissen (ohne Arbeitsleistung) und damit
wiirde der Prozess irreversibel.

Die Integration tiber den reversiblen Teil des Prozesses entspricht der

Entropieanderung:
1
J' 9Q) _ S, -5,
5 T )int

rev

Setzen wir dies in die Clausius-Ungleichung ein erhalten wir:

2 2
j(ﬂj +5,-S,<0 oder sz—sl—j(@j >0
AL LT

G
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Die Irreversibilitat wird durch die erzeugte Entropie ausgedriickt.

2
0Q
SErz:SZ_Sl_ ( j
(5

Im Vergleich zur bisherigen Entropiebilanz tritt anstelle der Summe tiber einige
diskrete Warmeibertragungen bei konstanten Temperaturen die Integration
tber alle infinitesimalen Warmetiibertragungen an der Systemgrenze.
Die Differenz zwischen erzeugter Entropie und Entropiezunahme im System
finden wir in der Umgebung. Wir kénnen nun das bisherige System und dessen
Umgebung zu einem neuen abgeschlossenen System (isolated System)
zusammenfassen. Ueber die Systemgrenze eines abgeschlossenen und damit
thermisch isolierten Systems findet keine Warmeiibertragung statt. Damit gilt
fir das abgeschlossene System:

Q,=0—>  (AE)

G

=0

abgeschl

n

(Serz )abgeschl = (As)abgeschl - ¥l Tjj

oder

Serz = (AS) + (AS)Umgeb = (As)abgeschl

Sys

Im abgeschlossenen System ist die erzeugte Entropie immer gleich dem
Entropiezuwachs. In der Realitat gibt es keine vollstéandig reversiblen Prozesse,
bei jedem Prozess wird Entropie produziert. Deshalb nimmt in einem
abgeschlossenen System die Entropie immer zu bis ein Gleichgewichtszustand
erreicht wird, der dem Entropiemaximum entspricht.

6.11.5 Beispiele zur Entropie-Produktion
a) Verdampfen von Wasser durch Zufiihren von mechanischer Arbeit

In einem Zylinder, abgeschlossen mit einem frei beweglichen Kolben befindet
sich Wasser, gesattigt bei 100 °C. Uber einen Propeller wird dem System Arbeit
zugefiihrt (welche innerhalb des Systems durch Reibung in Warme tibergeht), bis
das Wasser vollstdndig in gesattigten Dampf tibergegangen ist (siehe Fig. 6.24)
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{(o_lben , frei beweglich

-

.

Fig. 6.24 Experimentelle Vorrichtung zu Beispiel a

Welches ist die erforderliche Arbeit, um 1 kg Wasser zu verdampfen, wieviel
Entropie wird bei diesem Vorgang produziert?

Fig. 6.25 zeigt den Prozess f—>g sowohl im pv- als auch im Ts-Diagramm. Der
Prozess (Durchquerung des Zweiphasengebietes) findet bei sowohl konstanter
Temperatur als auch konstantem Druck statt.

"4 T=100°C

>

TA

T=100°C

Vv

>

S

Fig. 6.25: Prozess des Verdampfens von Wasser

Fir die Losung des Problems treffen wir folgende Annahmen:

Der Behalter ist thermisch isoliert: AQ=0.

Als System wird das Wasser (der Dampf) allein betrachtet

Das System befindet sich am Anfang und am Ende des Prozesses im

Gleichgewicht und in Ruhe: A(KE) =

APE) =0

Der erste Hauptsatz fir diesen Vorgang lautet

AU +A(KE)+A(PE)=Q-W
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Aufgrund der getroffenen Annahmen bleibt:
AU =-W

Alle tbrigen Terme sind Null. In der Tabelle finden wir die massenspezifischen
Werte fiir ug und uy.

AU=m-(u, —u,)=-W damit W/ =—(u, - uy)

Der Tabelle entnehmen wir:

Ug (100 °C) 2506.5 kd/kg
uf (100°C) 418.94 kd/kg
Ug -Uf 2087.6 kd/kg

Die notwendige Arbeit pro kg ist deshalb: W/m =-2087.6 kd/kg

Fir die erzeugte Entropie betrachten wir die Entropiebilanz:

g
S, =S —sf—j@
' T

Da kein Warmetibergang stattfindet, bleibt:
S,,=5,-S —m-(s —S) res Serz/—s -
erz — Y2 1= g f p. m- 79 f

Die Werte entnehmen wir wiederum der Tabelle:

sg (100 °C) 7.3549 kJ/kg K
st (100 °C) 1.3069 kJ/kg K
Sg — Sf 6.0480 kJ/kg. K

Der Prozess ist stark irreversibel.
Die produzierte Entropie pro kg Wasser ist: 6.0480 kdJ/kg.K

b) Arbeitsleistung zwischen zwei endlichen Warmereservoirs

Eine reversible Warme-Kraft- Maschine (Carnot-Maschine) arbeitet zwischen
zwel endlichen Warmereservoir, welche je aus einem Wasserbehélter bestehen.
Diese Behilter enthalten je eine Masse Wasser mu resp. mk und befinden sich
urspringlich auf der Temperatur Th, resp. Tk 0. Beim Betrieb dndern sich die
Temperaturen laufend, dem heissen Reservoir wird Warme entzogen und die
Abwiarme dem kalten zugefithrt. Die Maschine arbeitet, bis vollstandiges
Gleichgewicht erreicht ist (Tu = Tk = Ty).
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Zu bestimmen sind:
e die Gleichgewichtstemperatur T,
e die geleistete Arbeit Wa.e zwischen Anfangszustand a und Endzustand e

Das System ist in Fig. 6.26 dargestellt, es umfasst die Carnotmaschine mit den
beiden Wasserbehéltern eingeschlossen.

(System

Heisser Korper
TH(t) , My,

~. Kalter Koérper
Ti(t) , my

Fig. 6.26: Carnotmaschine mit endlichen Wdrmereseruvoirs

Annahmen:

e Nach aussen ist das System thermisch isoliert.

e Die Wasserbehélter konnen als inkompressibel modelliert werden.

e Die spezifische Warme ist iiber den vorkommenden Temperaturbereich
konstant.

e Die Maschine selber besitzt keine Warmekapazitit.

Betrachten wir zuerst den 2. Hauptsatz mit der vollstdandigen Entropiebilanz:

smzse—sa—ji—on

a

Diese reduziert sich wegen 6Q = 0 und der Vorgabe der Reversibilitat (Serz = 0)
Zu:

S,—S, =0=AS, +AS,

wobeiAS,, und AS, die Entropiednderungen des heissen und des kalten Kérpers

darstellen.
Wenn wir die beiden Warmebehélter als Teilsysteme betrachten, folgt daraus:

AS, =(Sye —Sua)=—AS¢ =—(Sk. —Ska)

Die Entropiedifferenzen der beiden Teilsysteme erhalten wir durch Integration

der Definitionsgleichung fiir die Entropie:
dS — @ =m-cC- d_T
T T
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zwischen den entsprechenden Grenzen Tha, T, resp. Tka, Tw

T, T,
m,-C-In—=-=-m,-c-In
TH,a K,a

Die Auflésung dieser Gleichung nach T. ergibt (b = L)

m, +m,
b 1-b
Too _TK,O 'TH,o

Die Endtemperatur T, wird physikalisch (neben den Anfangsbedingungen)
vollstandig durch die Vorgabe der Reversibilitat bestimmt.

Fir die Bestimmung der geleisteten Arbeit betrachten wir den 1. Hauptsatz

0
AU a-e =%e _Wa—e

Die Anderung der inneren Energie setzt sich wiederum aus den beiden
Teilsystemen zusammen:

u -u =(UH,e _UH,a)—i—(UK:e _UK'a)

e a
Damit konnen wir fiir die gleistete Arbeit schreiben:

W, . =m,-c(T,-T,)+mg-c- (T, -T,)

a-e

Setzen wir den Ausdruck, den wir fur T,, gefunden haben, ein erhalten wir

schliesslich:
T b T 1-b
W, ,=m,-c-T, {1—[—1 } m, -C- Ty [1—[—“} }
T, Ty

6.12 Entropiebilanz fiir offene Systeme

Die Entropiebilanz fur offene Systeme ist eine Verallgemeinerung der
Entropiebilanz fiir geschlossene Systeme. Da Entropie eine Zustandsfunktion ist,
ist Entropie eine Eigenschaft des Zustandes der Materie und wird wie die Warme
konvektiv durch die die Systemgrenze tiberschreitenden Massenstrome
ubertragen. Analog wie die Energiebilanz fiir offene Systeme formulieren wir
auch die Entropiebilanz fiir offene Systeme in Form von momentanen
Ubertragungs- und Erzeugungsraten.
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‘ dS | QI n )
erz Z T z : Sj,a - kzz; mk,e : Sk,e

j=1

Diese Entropiebilanz beschreibt eine Situation (thermische Maschine) wo:
e iiber 1 verschiedene Warmetauscherflichen Warmestrome Q, bei

Temperaturen T, libertragen werden,

e durch m Oeffnungen Massenstrome m,, mit einer spezifischen Entropie s, ,
austreten

e durch n Oeffnungen Massenstréme m, , mit einer spezifischen Entropie s,

elinstromen

Diese Darstellung ist sinnvoll fiir Systeme, wo die Bedingungen tiber die
Wiarmetauscherflachen und die Ein- und Austrittséffnungen als konstant
angenommen werden konnen. Der allgemeine Fall Bedarf einer infinitesimalen
Betrachtung. Analog zur Massenstrombilanz kann auch die Bilanz der
Entropiestrome in einer Integralform dargestellt werden:

=—J.p s-dVv +J.(q.dA)+jp-S-(W0dA)

A

Die entsprechenden Symbole sind in Fig. 6.27 definiert.

b AR =Tda

S}.rstem Orerze
151 {Cherflache)

Systetn
WV =Volumen

- =3
*
R?(G eschwindigkeity P W da (Massenstrom)

Fig. 6.27: Zur Definition der Integralform der Entropiestrom-Bilanz

Wir erkennen in diesem Ausdruck die wesentlichen Transportterme fir die
Entropie:

konvektiver Transport durch den Massenstrom: = I yoX s-(Wo dA)
A
: . gedA
Entropietransport durch Warmeiibertragung: = T
A
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Die Integrationen haben sich jeweilen liber die gesamte Systemgrenze zu
erstrecken, wobei das Vorzeichen fiir ein- und austretende Strome jeweilen
automatisch durch das Skalarprodukt wiedergegeben wird.

6.13 Isentrope Prozesse

Der Ausdruck isentroper Prozess bedeutet Prozess bei konstanter Entropie.
Damit die Entropie konstant bleibt darf keine Warme ubertragen werden und
der Prozess muss reversibel sein, d.h. es handelt sich um einen adiabatischen
und reversiblen Prozess.

Zur Darstellung isentroper Prozesse sind insbesondere die Temperatur-Entropie
(T-s) und Enthalpie-Entropie (h-s) Diagramme und die entsprechenden Tabellen
sinnvoll. Solche Diagramme sind in Fig. 6.28 dargestellt. Jeder isentroper
Prozess wird in diesen Diagrammen als vertikale Gerade dargestellt: (z.B.
Prozess 1 <> 2 <> 3 in Fig. 6.28). Ist einmal ein Ausgangszustand bestimmt, sind
alle weiteren Zusténde, die iiber einen isentropen Prozess erreicht werden
konnen, festgelegt. Es gibt feste Beziehungen zwischen den Grossen (p,v,T) fiir
alle diese Zustande.

awepun ‘oideyg 3 URIOW SNV $7°6 PIid

“ AN “KalIpn ‘sonuBUApOULIBY ],

€661

uLIaISuL JO s[elu

i

Flg 6.28 Mit Erlaubnis des Autors
6.13.1 Der isentrope Prozess beim idealen Gas

Fir ein ideales Gas, wenn wir die spezifischen Warmen c, und ¢y als konstant
annehmen, konnen wir diese Beziehungen zwischen den Groéssen p, v und T in
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Form von algebraischen Funktionen angeben. Diese Beziehungen konnen wir
herleiten durch die Bedingung der konstanten Entropie:

AS, ,,=0=c, In%—Rlnp—2
1 P

-
AS,,,=0=c, In?zthan—2
1 Vl

Bertcksichtigen wir ferner die bisherigen Definitionen fiir ¢, und cy:

Cp K 1
K=— und c,=c,+R — ¢c,=R-—— und c¢,=R-—
c, k-1 k-1
Kombinieren wir diese Ausdriicke mit den Entropiegleichungen erhalten wir:
(K—l)/K k-1
T2 = (&] T = [ﬁ] (wenn s1 = s2 und x = konst)
Tl pl Tl V2

Daraus kann auch eine entsprechende Beziehung zwischen p und v hergeleitet

werden:
&:[LT
Py v,

Wenn wir diese Gleichung umschreiben, erhalten wir die frither definierte Form
der Polytropen-Gleichung:

P, -Vy =P, V; oder allgemein p-v* = konst

Dies bedeutet, dass ein polytroper Prozess mit dem Polytropen-Koeffizienten
n =« (x = konst.) eine isentrope Aenderung darstellt. Andere polytrope Prozesse
sind im Bild 6.27 sowohl im p-v als auch im T-s Diagramm dargestellt.
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P n= -1
n=0
>
e
T oof)
3 5%
Oo ’?(
?ﬂ
% n=1
",
}
i 106 n=k
- v
-

Bild 5.25

ne.  MoANTHEAMODYNAMICS 3E

Copyright © 1995 o Wiy & Soas, b

F lg . 6.29 Mit Erlaubnis des Autors

Zur Vervollstandigung im folgenden eine Liste einiger spezieller polytroper
Zustandsanderungen:

n=0: pv° = konst - Isobare
n=1: pv =konst (=RT) — Isotherme
n=x: pv* =konst - Isentrope
n=zo0: pv* =konst - Isochore

6.13.2 Anwendungen isentroper Prozesse, der isentrope Wirkungsgrad

Der isentrope Wirkungsgrad vergleicht die Leistungsfahigkeit eines realen
Elementes mit der Leistungsfahigkeit eines idealen, verlustfrei arbeitenden
Elementes bei den selben Eintrittsbedingungen und dem gleichen
Austrittsdruck.

Diese Uberlegungen werden wir im folgenden anwenden auf Turbinen, Disen,
Kompressoren und Pumpen.
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a) Turbinen

Tuthine
{System)

(! ()

Fig. 6.30: Prinzip der Turbine

Das Prinzip einer (Gas- oder Dampf-) Turbine ist in Fig. 6.30 dargestellt. Ein
Massenstrom m tritt bei einem Zustand (1) in die Turbine ein, entspannt sich
dort und tritt bei einem Zustand (2) wieder aus. Bei diesem Prozess wird eine
Arbeit W geleistet.

Dieser Arbeitsprozess ist in Fig. 6.31 im Mollier-Diagramm dargestellt. Fir die
Energiebilanz konnen wir Effekte der potentiellen Energie vernachliassigen
(A(KE) = 0). Die kinetische Energie dndert sich zwar wahrend dem Prozess,
jedoch sind diese Anderungen im Vergleich zu Anderung der Entropie
vernachlassigbar. (A(KE) = 0). Ferner vernachléassigen wir Warmeverluste durch
das Turbinengehiuse, der Turbinenprozess wird als adiabatisch angenommen.

p1
h
1 T
g
\ Actual
£ \  expansion
% hl - h2 A
- Ry~ i L Isentropic
g expansion
; 2
A\
Accessible
states
s
F Lg . 631 Mit Erlaubnis des Autors
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Fir die Energiebilanz erhalten wir somit

W/ =h, —n,

Fir den realen nicht reversiblen Prozess verlangt die Entropiebilanz:

S
iy =52 =81 >0

Der Arbeitsprozess erstreckt sich von einem Druck pi(hi,si) zu einem Druck
p2(hsa,s2). Der ideale verlustfreie Prozess verlauft isentrop und verlauft bis zum
Endpunkt pz2(has,s1). Aus dem Mollier-Diagramm ist ersichtlich:

h,, <h,

Die ideal maximale Arbeitsleistung ist somit:

W

Daraus folgt der isentrope Turbinen-Wirkungsgrad:

W
Ny, = m _ h,—h,
TS ~ & -
Wma% hl —h 2,5
m
Moderne Gas- oder Dampfturbinen haben einen inneren isentropen

Wirkungsgrad von 90 — 95 % (nicht zu verwechseln mit dem isentropen
Wirkungsgrad einer Anlage, der bei ca. 60 % liegt

b) Diisen

Fir den in einer Diise stattfindenden Prozess gilt die gleiche Darstellung im
Mollier-Diagramm wie fiir die Turbine. Nur ist deren Zweck, aus der Enthalpie
des Gases unter Druck (anstelle der Arbeit) kinetische Energie zu erzeugen. Der
isentrope Wirkungsgrad fiir die Diise folgt deshalb aus dem Vergleich der
kinetischen Energie am Austritt einer realen Diise mit der isentrop maximal
erreichbaren. (die kinetische Energie am Eintritt zur Diise wird vernachléassigt

(KEein = O):
wy
Ny = 2 _ h,—h
o W22,max h2,s - hl
2
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c) Kompressoren

In einem Kompressor wird ein Fluid von einem Zustand (1) mit Druck pi(hi,s1) in
einen Zustand (2) mit Druck pa(hse,sz2) ibergefiihrt, wobei Arbeit aufgewendet

werden muss.

Im h-s Diagramm ist dies ein Vorgang, der in umgekehrter Richtung zum
Vorgang in der Turbine verlauft (siehe Fig. 6.32), wobei fiir den realen Prozess
wiederum zu beachten ist:

s, >S,

Der isentrope Vorgang fiihrt zum Zustand pz2(has,s1). Aus Fig. 6.32 kénnen wir
herauslesen, dass

h,, <h,

Die minimal aufzuwendende Arbeit ist:

W
i b, h,

Der isentrope Kompressor-Wirkungsgrad ist das Verhéltnis der isentrop minimal
aufzuwendenden Arbeit zum realen Arbeitsaufwand:

V‘Vmin
_ A _ h2,s - h1
K,s W / h _

TSV, -,
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g £ Accessible
g B states
g - h p2
Actual
g J,’ compression
g ho — hq | Isentropic
hos — hy f? compression
/
/
/1

F lg . 6.32 Mit Erlaubnis des Autors

6.13.3 Warmeiibertragung und Arbeit bei stationiaren, intern-reversiblen
Prozessen mit einem Eingang und einem Ausgang

In diesem Abschnitt betrachten wir Systeme mit einem Eintritt (Index 1) und
einem Austritt (Index 2) sowie einem konstanten Massendurchfluss m.
Untersucht werden die Wechselwirkungen zwischen Warmetbertragung und
Arbeit fir reversible Prozesse, also unter Abwesenheit von inneren
Irreversibilitiaten.

a) Isotherme reversible Prozesse

Fur Prozesse mit konstanter Temperatur ergibt die Entropiebilanz:

Q

SErz =0= _?—i_ m(sz _Sl)
Die tibertragene Warmemenge (pro Masseneinheit) ist dann:

Q_ 16, -
2_15, -s,)
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W W2 —w?
rev ZT _ _ h _ _ "2 1
0 (s,=s)-(h,=h) >

_g(zz_zl)

Bemerkung fiir ideale Gase: Bei einem isothermen Prozess bleibt die innere
Energie fiir ideale Gase konstant (Au = 0). Somit fallt im 1. Hauptsatz fir dieses
offene System auch der Enthalpieterm auf der rechten Seite weg (Ah = 0).

b) allgemeine reversible Prozesse

Andert sich die Temperatur, wird die Warmetbertragung durch das
entsprechende Integral dargestellt:

Qrev _2 .
?_Jl'T ds

Dies eingesetzt in den 1. Hauptsatz ergibt:

W, W2 — w2
— =|T.ds—(h,—h)-—2—2-g(z,-z
o ! (h,—h) > 9(z,-2)
Durch Anwendung der 2. Tds-Gleichung:
T-ds=dh-v-dp

wird das Warmeintegral zu:
2 2
[T-ds=h,—h —[v-dp
1 1

Setzen wir dies in die obige Formulierung des 1. Hauptsatzes ein, vereinfacht
sich diese zu:

2 2
W, —W,

_9(22_21)

Wrev__2 . _
= !‘v dp
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c) Anwendungen

Bei Diisen und Diffusoren wird keine Arbeit geleistet (W = 0) und die
Anderung der potentiellen Energie kann vernachléissigt werden (A(PE) = 0).

w2 -w? Ot
—= I —_|v-d
PR

Sowohl fiir Turbinen als auch fiir Kompressoren und Pumpen gilt die
Néaherung: A(KE) = A(PE) = 0. Damit wird der 1. Hauptsatz zu:

2
- :—Jl‘v-dp

2
d) Ausfiihrung des Integrals Jv-dp
1

Damit wir dieses Integral analytisch 16sen konnen, brauchen wir eine
entsprechende Darstellung der Funktion v(p). Wir finden diese, wenn wir dem

Vorgang einen polytropen Prozess zugrunde legen.

p-v" = konst resp. v(p) = (konst)""-

U{| -
=1

Nach einsetzen dieser Funktion erhalten wir:

2
—J'v-dp — —(konst )"

1

dp
p¥"

P C— N

Fir die weitere Berechnung miissen die Falle n#1 und n=1 unterschieden
werden:

n=1

2 y n n-1 n-1
—|v-dp=—(konst)"-——.| p."» —p."
!v p =—(konst) n_l[pz P, j
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Nach Verwendung der Beziehung: v= (konst)]/n -p ¥ erhalten wir:

2

—J-v-dp:n_—_nl'(pz Vo= B 'Vl)

1

2
_Iv.dp:_pl.vl.m[&j

1 pl

Ist das Arbeitsmedium ein ideales Gas (p-v=R-T), konnen die obigen
Gleichungen noch vereinfacht werden:

Fir den Fall n#1 kann das Resultat sowohl in Funktion der Anfangs und
Endtemperatur ausgedriickt werden:

n=1

n
2 RAT.-T
, n-1 (T.-T)

1 LSS (p_] )
n-1 Py

Fur den Fall n =1 (= isothermer Fall) bleibt nur die Darstellung in Funktion des
Druckes:

n=1

2

—Iv-dp:—R-Tl-In[&j

1 pl
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Kapitel 7: Nutzbarkeit der Energie — Exergie

7.1 Definitionen und Begriffe
7.1.1 Qualitative Bewertung der Energie

Anhand des 2. Hauptsatzes haben wir gesehen, dass Warmeenergie ein
unterschiedliches Potential fiir Arbeitsleistung besitzt, je nach ihrem
Temperaturniveau. Dies Unterschiede werden durch die Zustandsfunktion
,Entropie“ beschrieben. Prozesse laufen spontan immer so ab, dass die Entropie
zunimmt, die Moglichkeit des Systems Arbeit zu leisten nimmt dabei ab. Die
Entropie stellt also ein Mass dar fiir den Verlust der Arbeitsfahigkeit einer
Energiemenge in Form von Wéarme.

Fir Energie gilt das Erhaltungsprinzip, Energie kann weder erzeugt noch
vernichtet werden, man kann sie nur von einer Form in eine andere uberfiihren.
Nach dem 2. Hauptsatz wird dabei die Moglichkeit, Arbeit zu leisten wegen der
dabei auftretenden Irreversibilitdten abnehmen. Wir werden in diesem Kapitel
eine allgemeiner, fir alle Energieformen giltige Bewertung fir die Energie
einfihren.

Das folgende Beispiel zeigt qualitativ die unterschiedliche Wertigkeit von
verschiedenen Energieformen (Fig. 7.1)

isoliertes System
f ys

| Luft . iLuftplus Abgase |
i T Pl TrAT :

Brennstoff
(@

Fig. 7.1: Beispiel zur Wertigkeit der Energie

Wir betrachten ein System, bestehend aus einem Gefass gefiillt mit Brennstoff
und einer grossen Menge Luft (siehe Fig. 7.1a). Dieser Brennstoff wird nun
entzliindet (Fig. 7.1b) und verbrennt vollstdndig, bis nur noch erwarmte Luft und
Abgase iibrig bleiben (Fig. 7.1c). Anstelle dieses ,,nutzlosen“ Verbrennens hétte
der Brennstoff in einem Verbrennungsmotor genutzt und damit Arbeit gewonnen
werden konnen (z.B. zum Antrieb eines Fahrzeuges).
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Die Ergebnisse dieses ,,Versuches® konnen wir wie folgt zusammenfassen:

Die totale Energie des isolierten Systems bleibt konstant (Energieerhaltung).
Offensichtlich nimmt die Arbeitsfahigkeit der im System vorhandenen Energie
zwischen den Zustidnden a — b — ¢ stiandig ab.

Die im Brennstoff vorhandene hochwertige chemische Energie entwertet sich
durch die Verbrennung. Sie wird in niederwertige thermische Energie
umgewandelt.

In unserer Gesellschaft, wo taglich riesige Mengen von nicht erneuerbaren
fossilen Brennstoffen verbraucht werden, sind Bewertungskriterien fur die
Energie von grosser Wichtigkeit. Die Optimierung des Einsatzes von
Energiequellen beinhaltet eine sorgfiltige Bewertung der verschiedenen
Energieformen, die Arbeitsfahigkeit einer Energiemenge sollte maximal genutzt
werden.

Eine solche Bewertung konnen wir quantitativ anhand der Exergie-Analyse
durchfiihren. Bewertet wird die Arbeitsfahigkeit (resp. den fiir Arbeit nutzbaren
Anteil der Energie = Nutzbarkeit) der entsprechenden Energieform.

Der Begriff der Exergie wurde 1953 von Z. Rant eingefiihrt. Das englische Wort
LAvailability” (Arbeitsfahigkeit oder Nutzbarkeit der Energie fiir Arbeit) ist ein
Synonym dafiir und wurde bereits 1941 von J.H. Keenan verwendet.

Als Exergie bezeichnen wir den Anteil des Energieinhaltes eines Systems, der
maximal (mittels eines reversiblen Prozesses) in Arbeit umgewandelt werden
kann bis zum vollstdndigen Ausgleich mit der Umgebung.

Vollstandiger Ausgleich bedeutet, dass sich das System mit seiner Umgebung im
vollstandigen Gleichgewicht befindet, dies in Bezug auf alle Energieformen
(thermisch, mechanisch, chemisch etc.) Unter Umgebung verstehen wir ein oo-
grosses System, dessen Zustand ( Temperatur To, Druck po, chemische
Zusammensetzung) durch den Prozess nicht verandert wird. Fir die quantitative
Bestimmung der Exergie muss der Zustand der Umgebung definiert werden.
Man wahlt Giblicherweise mittlere Zustiande der Atmosphére an der
Erdoberflache (po = 1 Atm, To =0, 15 oder 25 °C).

Den Energieanteil, der nach dem Erreichen des Gleichgewichtes im System
zuriickbleibt (und nicht mehr in Arbeit umgewandelt werden kann), bezeichnen
wir als Anergie.

Energie setzt sich also aus Exergie und Anergie zusammen. Ein System im
Gleichgewicht besitzt nur noch Anergie und keine Exergie mehr. Es befindet sich
in einem ,thermodynamisch toten Zustand“ (dead state).
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7.1.2 Die Exergie eines geschlossenen Systems

Fur die Definition der Exergie betrachten wir ein System (siehe Fig. 7.2), welches
sich urspringlich in einem beliebigen Zustand befindet. Uber einen reversiblen
Prozess wird es in den Gleichgewichtszustand mit seiner Umgebung (Grossen
mit Index 0) tibergefiihrt.

Systemgrenze

KEumg = PEumg =0
S0 Pos To

_______________________

Fig. 7.2 System fiir die Definition der Exergie a) Prinzip, b) reale Vorstellung
Die Energiebilanz des 1. Hauptsatzes lautet dafiir:

E0 -E= Q _Wrev

rev

Wobei:
E=U+KE+PE

Fir den Gleichgewichtszustand gilt KEo = PEo = 0 und damit:

Damit lautet die vollstdndige Bilanz:

U,-U)-KE-PE=Q,, -W,,

rev

Reversible Warmeitibertragung muss ohne Temperaturdifferenz und damit bei
der Umgebungstemperatur To erfolgen:

&grev :TO -dS - Qrev :TO (SO _S)
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Die Arbeitsleistung bei der Expansion besteht aus zwei Teilen:

W :Wnutz,rev + Py - (VO _V)

namlich dem effektiv nutzbaren Anteil und der Arbeit, die bei der Expansion

gegen den konstanten Umgebungsdruck po geleistet werden muss. Setzen wir
alles in die obige Formulierung des 1. Hauptsatzes ein erhalten wir:

(Uo _U)_ KE - PE :To(so _S)_Wnutz - po(vo _V)

rev

Die maximal nutzbare Arbeit (reversibler Prozess) Whiutzrev nennen wir die
Exergie (Ex)

E, =W

X nutz,rev

=U -U,+ p,(V =V,)-T,(S-S,)+KE + PE

Die Exergie ist eine extensive Grosse, wie alle Bestandteile in der obigen
Gleichung. Man kann auch eine spezifische Exergie definieren:

e, =U—Uy+ Py(V—V,)—=Ty(s—5,)+ke+ pe

wobel: ke = E und pe = E
m m

Aus den obigen Definitionen kann man einen Ausdruck fiir die Exergieanderung
zwischen zwei Zustidnden (1) und (2) herleiten. Da auf der rechten Seite dieser
Gleichung alle Grossen Zustandsfunktionen darstellen, ist auch die Exergie eine
Zustandsfunktion.

Ex2 - Exl = (Uz _Ul)+ po(vz _Vl)_TO(SZ _Sl)+(KE2 - KE1)+(PE2 - PEl)

€o—€u= (Uz _U1)+ po(vz _Vl)_To(Sz _31)+(kez _ke1)+(pez - pel)

Zu beachten ist, dass die kinetische und die potentielle Energie des Systems
direkte Bestandteile der Exergie darstellen. Diese Energien konnen direkt ohne
Einschrankungen vollstéandig in Arbeit umgewandelt werden.
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7.1.3 Das Gouy - Stodola - Theorem fiir geschlossene Systeme

Das Gouy-Stodola Theorem stellt eine Verbindung dar zwischen der
Entropieerzeugung und verlorener Exergie (Verlust der Arbeitsfahigkeit). Wie
eingangs zu diesem Kapitel erwahnt wurde stellen Entropie und Exergie je ein
Mass dar fir die Arbeitsfahigkeit eines Systems, das aber unterschiedlich
definiert ist. Zwischen beiden muss es deshalb eine Beziehung geben.

Das Theorem ist erstmals in den folgenden zwei Publikationen vorgestellt
worden:

A. Stodola, Steam Turbines (translated by L.C. Loewenstein) Van Nostrand,
N.Y., 1905, p. 402.

G. Gouy, Sur I'energie utilisable, Journal de Physique, Vol. 8, 1889, pp. 501-518.

Zur Herleitung dieses Theorems betrachten wir ein System (siehe Fig. 7.3),
welches in thermischem Kontakt mit n Reservoirs steht. Zusitzlich kénnen mit
der Umgebung (Index 0) Warme und Arbeit ausgetauscht werden.

\'n o/
VI

no e e
/T]Ll \ /TELI \ /T,,U \

Fig. 7.3 System zur Herleitung des Gouy-Stodola-Theorems

Wir stellen fiir dieses System die Energiefluss-Bilanz und die Bilanz der
Entropie-Erzeugungsrate auf:

LTNT - Laboratorium fiir 178
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

tidgendssische Technische Hochschule Ziirich
swiss Federal Institute of Technology Zurich Kap|te| 7

Lost man die zweite Gleichung nach Q, auf und setzt das Resultat in der ersten

Gleichung ein, erhalten wir eine Darstellung fiir W, unabhiingig von Q,.

: d T,
WO_—E(E—T(,.s) 2[1—?jq -T,S,, (A)

=1 i

Das System soll nun optimiert, d.h. die Arbeitsleistung maximiert werden, indem
die Warmestréme Q, .. .Q,...Q, konstant bleiben und man nur Q, verindert.

Die maximale Arbeit erhalten wir fiir einen reversiblen Prozess, d.h.
W —W — S =0

(Damit wird implizit der Warmestrom Q, verindert). Fiir die reversible maximal
mogliche Arbeit ergibt sich:

: d T,
W, =-—(E-T,-S 1-—1-Q, B
rev dt( 0 ) é( TI j Q| ( )
Die verlorene Arbeitsmoglichkeit ist die Differenz zwischen der maximal

moglichen und der effektiv vorhandenen Arbeitsleistung (Differenz zwischen den
beiden Gleichungen (B) — (A) ).

W,

Verlust

WWTS

Erz

Die durch vorhandene Irreversibilitidten verlorene Arbeit ist proportional zur
erzeugten Entropie und zur Umgebungstemperatur.

Anstelle der verlorenen Arbeit konnen wir auch den Exergieverlust betrachten.
Die Exergie stellt nur den Anteil der nutzbaren Arbeit dar (ohne die
Ausdehnungsarbeit des Systems gegen den Aussendruck).

dEx = deutz = dWO - pO -dVv
resp. als Exergiestrom:
. . . dv
E. =W =W, -p,—
X nutz 0 pO dt
Beniitzen wir die Gleichung (A) fiir W,
i d T, ‘
E, = d[E+p0V -T, s]+z 1—T— Q -T,-S,, (AY)

Fir den maximalen Exergiestrom gilt wiederum die Bedingung der Reversibilitat:
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E
—

maximale
Exergie

X,rev.

=E —

X,rev

d N
t(E+ Py -V —T, -s)+§[

T )
1o

Zeitliche Aenderung
der System-Exergie

Exergiednderung wegen
der Warmetibertraung

B*)

Den Exergieverlust erhalten wir aus der Differenz der beiden Gleichungen

(B*) —(A):

Der Exergieverlust ist damit identisch zur verlorenen Arbeit. Fir den

E

Evree —Ex =Ty Ser,

x,verl = =x,rev X

stationédren Fall ergibt Gleichung (B‘):

E =

X,rev

=

To ).
1[1‘?.] °

Die zugefiithrten Warmestrome werden im reversiblen Fall mit dem Carnot-
Wirkungsgrad in Exergie (resp. Arbeit) umgewandelt.

7.2 Exergiebilanz fiir geschlossene Systeme

Ein geschlossenes System kann seinen Zustand durch die Ubertragung von
Wiarme und Arbeit &ndern und damit dndert sich auch dessen Exergieinhalt. Da
bei jedem Prozess Irreversibilitaten auftreten, ist die Giber die Systemgrenze
ubertragene Exergie nicht gleich der Exergiezunahme im System.

Die Exergiebilanz kann ausgehend von der Energie- und Entropiebilanz fiir eine
Zustandsdnderung von einem Zustand (1) zu einem Zustand (2) hergeleitet

werden.

Energiebilanz:

Entropiebilanz:

T 1st wie ublich die Temperatur an der Systemgrenze, wo die Warme tibertragen
wird. Nach Multiplikation der Entropiebilanz mit To und Subtraktion von der

Energiebilanz erhilt man
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2 25Q
Ez - E1 _To(sz _Sl):{aQ_To{T_W _To 'Serz

Beniitzen wir die in Abschnitt 7.1.2 getroffene Definition fiir die Exergie,
erhalten wir fur die Exergiedifferenz zwischen den beiden Zustidnden:

Ex2 - Exl = (Ez - E1)+ po(Vz _Vl)_TO(SZ _Sl)

Durch Kombination der letzten beiden Gleichungen erhélt man schliesslich die
Exergiebilanz fiir geschlossene Systeme:

1

2( T
ExZ - Exl = j(l_?ojé‘Q_[\N - pO(VZ _Vl)]_TO 'SErz

| — N
Exergiednderung Exergietransfer Exergietransfer durch Exergieverlust
des Systems durch Warme- Ubertragung von durch
ubertragung Arbeit Entropieerzeugung

Exergie kann also durch Warme oder Arbeit Gibertragen werden. Exergieverluste
innerhalb des Systems sind mit der Entropieproduktion verbunden (Gouy-
Stodola Theorem). Die Exergiebilanz stellt keine grundsétzlich neue Aussage
dar. Sie ist eine direkte Folge der Anwendung des 1. und 2. Hauptsatzes (sowie
der entsprechenden Definition der Exergie).

Aus der obigen Exergiebilanz zwischen zwei Zustidnden kann direkt als deren
zeitliche Ableitung eine Bilanz fir Exergiestrome hergeleitet werden:

(1_T_OJQi _{W —Po d_v}_To 'S.Erz

dE,
dt =

M=

T. dt

Exergieverlust beim stationdren Wdrmeiibergang

Wirme fliesst nur beim Vorhandensein einer Temperaturdifferenz. Wird Warme
in einem Warmetauscher (z.B. Dampferzeuger im Kraftwerk, Heizkorper fiir die
Raumheizung) von einem Fluid auf ein anderes ibertragen, wird dabei ein
Temperaturabfall stattfinden, dabei geht Exergie verloren.
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Die Situation ist schematisch in Fig. 7.4a dargestellt.

Sj.rstem,\k 0
T, o
T
— i Exergieverlust
> i Eap
&0 80
| s | ——
Wmdi"/ ! (1) (2]
. L
(1) (<)
Fig. 7.4b Exergiestrome beim
Fig. 7.4a Temperaturverlauf beim Wérmeiibergang
Wdérmeiibergang

Die Warme 6Q am Eintritt und am Austritt der Warmetauscherwand ist die
selbe (Energieerhaltung). Die zugehorigen Exergien sind:

T T
Eintritt: Eiq =R ~(1—T—°j Austritt: Eiq =R -(1—T—°j
1 2

Die Warmemenge enthéalt als Exergie die Arbeit, die mittels des Carnotwirkungs-
grades daraus erzeugt werden kann. Die Differenz zwischen eintretender und
austretender Exergie ist der Exergieverlust in der Wand (siehe Fig. 7.4b).

T1 _Tz
T,-T,

E

_EXQZ :To 0Q

xQ1

Setzen wir T, =T, — AT mit AT <<T,, dann kénnen wir den Exergieverlust
schreiben als:

AT T, - AT
-E, =T 0Q~-2
xQ1 xQ2 0 Tl . (Tl _ AT) Q le

Aus dieser zweiten Formulierung ist ersichtlich, dass der Exergieverlust um so
kleiner ausfallt, je hoher das Temperaturniveau bei der Warmetibertragung ist.

E

R

LTNT - Laboratorium fiir 182
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich
Swiss Federal Institute of Technology Zurich Kaplte| 7

Abgeschlossene Systeme

Bei abgeschlossenen Systemen wird weder Warme noch Arbeit iber die
Systemgrenze libertragen (Q = W = 0). Die Exergiebilanz reduziert sich damit
auf:

(EXZ - E )abgeschl _T Serz = 0

Es tritt ein Exergieverlust auf durch die innerhalb des Systems stattfindende
Entropieerzeugung. Auch diese Gleichung driickt aus, dass die Arbeitsfahigkeit
eines Systems bei irreversiblen Prozessen immer abnehmen muss.

7.3 Exergiebilanz fir offene Systeme

Fur die Herleitung der Exergiebilanz fiir offene Systeme betrachten wir ein
System (Verallgemeinerung einer thermischen Maschine), wo einzelne
Teilmassen dm; tiber 1 verschiedene Offnungen einstrémen und iiber k Ausginge
wieder ausstromen. Das System ist tiber n Warmetauscherflachen mit
unterschiedlichen Warmereservoirs verbunden, tiber die Warmemengen 6Q;i
ausgetauscht werden. Gleichzeitig wird tiber die Umgebung (Index 0) Warme und
Arbeit ausgetauscht. (siehe Fig. 7.5)

P..T
SQOO’OSW
1 \ gAY

dmy, vy 1 dm,,
TO
— —
System (M, E, S) .

dm, '/T /| dm,
JEA

SQ 2 5Q SQn

Fig. 7.5: Verallgemeinerte thermische Maschine

Die Energiebilanz fiir dieses System lautet:

| k

dEs = Z(eie + pievie)'dmie _Z(eia + piavia)'dmia _§WO +5QO +i§Qi

i=1 i=1 i=1

2
wobei fiir die spezifische Energie e gilt:e=u+ke+ pe=u+ W7 +0-z
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dWy 1st die librige vom System an die Umgebung abgegebene Arbeit , d.h. Arbeit,
die z.B. uber eine Welle gelistet wird (ohne Ein- und Ausschiebearbeit fir die
Teilmassen).

Ebenfalls kénnen wir die Entropiebilanz fiir dieses System aufstellen:

B T

Die Entropiebilanz kann nach 6Qo aufgelost und das Resultat in die
Energiebilanz eingesetzt werden. Daraus erhélt man fir die an die Umgebung
geleistete Arbeit:

| k
5WO = Z(eie + pie 'Vie _TO : Sie)'dmie _Z(eia + pia 'Via _TO : Sia)'dmia -

i=1 i=1

~d(E-T,-S)+>.6Q (1—1—0]—% -5Sg,
i=1

Im weiteren gehen wir analog vor, wie bei der Herleitung des Gouy-Stodola-
Theorems. Die Arbeitsleistung Wy soll maximiert werden, was wir erreichen
wenn der Vorgang reversibel ist.

oW, ... =W

0,max 0,rev - 6Serz =0

Wenn wir bei dieser Optimierung alle Warmemengen 6Q; (i =1 ...n) konstant
lassen, 1st dies gleichbedeutend mit einer Variation der Warmemenge 8Qo.

Die Energiebilanz fiir den reversiblen Fall lautet:

Kk

| n
0,rev Z €ic + Pie " Vie =1 7 |e)dm _Z(eia_'_ Pia *Via _TO'Sia)'dmia_d(E_TO'S)+Z§Qi [1_-:—-_0]
i=1 i=1

i=1 i
Fir die verlorene Arbeit finden wir analog dem fritheren Resultat:

5WO,VerIust = 5W0,rev - 5W0 = TO ) (5 Serz )

Das Gouy-Stodola Theorem gilt also auch fir offene Systeme. Anstelle der
Bilanzgleichung fir eine endliche Arbeit, kann auch deren zeitliches Differential
fir die Leistung aufgestellt werden:

WO,rev:Z(eie-’-pie'Vie_ 0 |e i €2 t Pia Via )m _di E- T -S +i Ql(l__j
i=1

i=1 i=
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Aus der Energiebilanz folgt direkt die Bilanz fir die Exergie, wenn wir die frither
getroffene Definition: ,, Exergie = maximal nutzbare Arbeit im reversiblen Fall“
berticksichtigen.

éEx = é\NO,rev,nutz = CSVvO,rev —Po -dv

Verwenden wir die obige Gleichung fiir oW, ., , erhalten wir:

| k
5Ws = Z(eie + Pie *Vie _TO ’ Sie)dmie _Z(eia + Pia *Via _TO ’ Sia). dmia -
i=1

i=1

rev
nutz

—d(E-T,-S+p, -V)+Zn:5Qi [1—:_—°J

Fur die Energieterme gelten die folgenden Beziehungen:
= k =h L
e, +p,-v,=u,+p, v, +ke +pe = y+§Wy+g~zy

analog fir alle Terme ey = e, E, ea. Damit erhalten wir fir die Exergiebilanz:

| K

é\NO,rev,nutz = Z(hie _TO : Sie +%Wie2 +g- Ziej'dmie _Z(hia _TO ’ Sia +%Wiaz +0- ZiaJ'drnia -

i=1 i=1

Differenz zwischen ein- und ausstrémender, an die Massenstréme gebundene Exergie

—d(U +p, -V —TO-S+%M W2+ M -g-zj+ Z(SQi(l—TI_—O]
i=1 i

.. %/—J
Aenderung des Exergieinhaltes des Systems Exergielibertragung durch
Waérmestrome

Der an die Stromung gebundene Exergietransport wird in obiger Gleichung als
Differenz zwischen ein- und ausstromender Exergie dargestellt. Die absolute
spezifische Exergie eines stromenden Fluids wird als Differenz zum Gleich-
gewichtszustand mit der Umgebung (dead state mit po,Vo,To, KEo = PEo = 0)
formuliert.

ex,Strt‘)mung :(h_TO 'S+%'W2 +0 'Zj_(ho _TO .SO)

:(h—ho)—To(s.—so)+%-w2 +q-2
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Die gesamte Exergie einer stromenden Fluidmasse: Ex Strémung=Mm*€x Stromung Wird
dann:

E :(H—HO)—TO-(S—SO)+%-m-Wz+m-g-z

X,Strémung

Diesen Ausdruck nennt man auch ,,Stromungsexergie” (flow availability oder flow
exergy).

Wenn wir nun in die Exergiebilanz fiir das System geméss Fig. 7.5 mit
Ausdricken fiir den Absolutwert der ein- und austromenden Exergie aufstellen,
erhalten wir:

| | k k
5W0,rev,nutz = E:lex,i,str,e 'dmie +FZ:1(hO _TO 'SO)' dr‘nie - E:lex,i,str,a 'dmia - Z(ho _TO ' SO)' dmia -

i=1

—dE, —(hy ~T, -5, )-dM + iaQi[ —1—0]
i=1 ;

oder wenn wir alle Terme mit dem Referenzwert der Umgebung zusammen-
fassen:

SW,

rev
nutz

| K N T
- Zex,str,ie ) dmie - _zex,str,ia ’ dmia - dEx +_Z5Qi [1——()} +
i=1 i=1 i T

| k
+(h0 _TO 'So)‘l:deie - dela _dM:|
i=1 i=1

=0wegen Massenerhaltung

Wegen der Massenerhaltung missen sich alle Terme mit den Referenzwerten
zum Umgebungszustand (Enthalpie, Entropie) wegheben und somit vereinfacht
sich der obige Ausdruck zu:

| k n T
5W0,rev,nutz = iz‘iex,str,ie 'dmie - i;lex,str,ia ' dmia - dEx +i—215 Qi '[1_1-_(')}

Wenn wir anstelle einer Bilanz fiir endliche Exergiebetriage eine Bilanz fiir
Exergiestrome durch ein offenes System aufstellen wollen, erhalten wir dies
durch die zeitliche Ableitung der obigen Gleichung: (Division durch At und
Grenziibergang At — 0).
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Exergiebilanz fiir das offene System:

dE
dt

fur reversiblen Prozess

I k . n . T
X _ : : 0
- z Mie - €4 striie — Z Mig - €y str.ia _WO,rev,nutz +Z Qi B
i=1 i=1 i=1 Ti

Betrachten wir einen irreversiblen Prozess, miissen wir berilicksichtigen, dass

WO,nutz = WO,nutz,rev - TO ) Serz

fur einen irreversiblen Prozess

dE
dt

I k . n . T .
= Zlmie 'ex,str,ie - _Zlmiaex,str,ia _WO,nutz +_21Qi{1_T_0]_TO 'Serz
1= 1=] =

7.4 Der exergetische Wirkungsgrad (2rd Law Efficiency)

Das Ziel dieses Abschnittes ist zu zeigen, wie das Exergiekonzept genutzt werden
kann, um die Effizienz der Nutzung von Energiequellen zu beurteilen. In diesem
Zusammenhang fiihren wir den exergetischen Wirkungsgrad ein.

Zuerst ein anschauliches Beispiel: Wenn wir hochwertige chemische Energie (in
Form von Heizél) in einer Olfeuerung fiir die Raumheizung einsetzen, geschieht
dies normalerweise mit einem hohen energetischen Wirkungsgrad (> 90 %), aber
Exergie wird verschleudert, da Warmeenergie bei einer Temperatur erzeugt
wird, die nur wenig Uiber der Umgebungstemperatur liegt. Die Effizienz wire
sehr viel besser, wenn wir mit einem Dieselgenerator Strom erzeugen und die
Wiarme im Abgas fiir die Raumheizung nutzen wirden.

Die vollstandige Analyse einer Heizung miisste an einem offenen System
durchgefiihrt werden. Brennstoff und Verbrennungsluft werden der Brennkammer
zugefiihrt und Abgase verlassen den Kamin. Der Hauptteil der erzeugten Warme
wird an das Kesselwasser tibertragen und als Nutzwérme den zu beheizenden
Réaumen zugefiihrt. Der Heizkessel gibt zudem einen gewissen
Verlustwarmestrom ab. Die im Brennstoff zugefiihrte Exergie bedarf einer
gesonderten Betrachtung (siehe Thermodynamik II, Kapitel Verbrennung). Wir
vereinfachen unsere Betrachtung deshalb und beschrianken uns auf das
geschlossene System des wasserfiihrenden Teils der Heizung. (siehe Fig. 7.6)
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QVerIush TVerIust

TO QNutz: TNutz
Kessel- Radiator »
wasser :

QQuellel TQueIIe

4

_. = . . .
Oel + Luft e Abgas Systemgrenze

Fig. 7.6: zu betrachtendes System fiir die Exergieanalyse

Der erste Hauptsatz fiir das vereinfachte (geschlossene) System lautet:

dE . . . . : A L
= Qo -9y —Qu —\évs also bleibt Qo=Qn+Qy

=0

Fir die vollstandige Exergiebilanz erhalten wir:

—={1--210,-[1-=2|Qy -|1-=2|Q, -|W — pp— |-T,S
dt [ TQ ]QQ [ TN JQN ( TV ]QV :6 pO dt 0Yerz
=0

Davon bleibt somit:

Verluste

Heizung
! * Irreversibilitaten
T : T . T . —
0 =1 1==9|. —_0 . .
l_T_ 'QQ =1 T QN + T QV + TO Serz
Q N v
zugefuhrte genutzte Exergie Exergieverluste
Exergie

Die beiden abfliessenden Exergiestrome N und V sind beide viel kleiner als der
zugefithrte Exergiestrom Q. Beim Warmeiibergang vom heissen Flammengas an
das viel kaltere Kesselwasser wird viel Entropie erzeugt, d.h. Exergie vernichtet.

Wir kénnen nun den exergetischen Wirkungsgrad definieren als das Verhéaltnis:

genutzter Exergiestrom o (@-TyTy)Qu
zugefiihrter Exergiestrom (1_TO/TQ ) Qo
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Zur Unterscheidung betrachten wir den energetischen Wirkungsgrad, der in
diesem Falle nahe bei 1 liegen kann:

e
n QQ

Der energetische Wirkungsgrad bewertet die Nutzung der Energie in der
Quantitat, wiahrend dem der exergetische Wirkungsgrad die qualitative Nutzung
bewertet. Das Verhaltnis zwischen diesen beiden ist:

Um einen guten exergetischen Wirkungsgrad zu erreichen ist es notwendig jeden
Prozess moglichst einem reversiblen Prozess anzundhern. Fiir den vorliegenden
Fall der Heizung wire es also notig, das Temperaturgefille (Verbrennungsgase /
Kesselwasser) im Heizkessel fiir eine Arbeitsleistung zu nutzen. Bei einem
Wiarmeaustausch sollte die Temperatur der Quelle Tq nahe bei der Nutztempe-
ratur Tx liegen. Fig. 7.7 zeigt den exergetischen Wirkungsgrad fir einen
typischen Fall der Verwendung von fossilen Brennstoffen (Tq = 2200 K) in
Funktion der Nutztemperatur.

Diese Ueberlegungen fithren zur Warme/Kraft-Kopplung, die heute vielerorts
praktiziert wird. Die konsequente Nutzung der Exergie in einem Energiesystem,
wo auch hochwertige Energie benétigt wird, fiihrt zu einer Reduktion des
gesamten Energieverbrauchs (Nutzung von Abwéarme fir Prozesse mit niedrigem
Exergiebedarf).

L]

s 10 —
3z u € —=1(100%) T
TE asTy—Ts
Ew -
EE — Heating in industrial furnaces
; £ €05
- 5 B - Process steam generation
E — Space heating
h L | |
300 500 K 1000 K 1500 K
540 900 °R 1800 °R 2700 °R
‘o
Tu fuwggn)

Fig. 7.7: Exergetischer Wirkungsgrad in Funktion der Nutztemperatur fiir einen
typischen Fall bei der Anwednung fossiler Brennstoffe (mit Erlaubnis des Autors).
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Exergetischer Wirkungsgrad fiir ein offenes System mit Arbeitsleistung:

Ein solches System wird z.B. durch eine Turbine realisiert. Die Exergiebilanz fiir
diesen Prozess lautet: (1 = Eingang, 2 = Ausgang)

dg, n, . T . .
=m (exl,str —Castr ) + ZQI 1-2 _WO,nutz _TOSErz
dt - T
0

0
Wenn wir annehmen, dass der Prozess stationéar ist und keine Warmeverluste
durch das Turbinengehiuse auftreten, reduziert sich die Exergiebilanz zu:

m- (exl,str — €25t ) = Wo,nutz + TO : Serz

und damit kann der exergetische Wirkungsgrad geschrieben werden als:

genutzteExergie
——

WO,nutz
&= = —

m : (exl,str - ex2,str ) WO,nutz +TO ’ S.erz ) 1+ |:(To . S‘erz )/Wo,nutz j|

zugefuhrteExergie

W

0,nutz 1

Wird zum Beispiel noch Abwéarme der Turbine fir Heizzwecke bei einer
Temperatur TA benutzt, muss dies in der Bilanz der genutzten Exergie
berticksichtigt werden.

. . . T .
m- (exl,str - ex2,str ): WO,nutz + QA ' (1_ T_OJ + TO ’ Serz
A

E

X, nutz

Der exergetische Wirkungsgrad schreibt sich dann verallgemeinert:

Ex,nutz Ex,nutz
&= == :

m- (exl,str - ex2,str ) Ex,nutz +T0 ' Serz

Allgemein ist es sinnvoll, den exergetischen Wirkungsgrad von allen in der
Energietechnik auftretenden Komponenten zu untersuchen (wie z.B.
Kompressoren, Diisen, Warmetauscher etc.).
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Kapitel 8: Thermodynamische Beziehungen fiir einfa-
che kompressible Substanzen (reale Gase und Dampfe)

Einige thermodynamische Grossen wie Druck, Temperatur, spezifisches Volumen
etc. sind durch entsprechende Experimente leicht messbar. Die Werte der ther-
modynamischen Potentiale hingegen wie z.B. u, h und s sind durch Messungen
nicht direkt bestimmbar. Diese Werte, die wir normalerweise aus Tabellen oder
Graphiken beziehen, miissen mit Hilfe messbarer Grossen und entsprechenden
Beziehungen rechnerisch ermittelt werden. In diesem Kapitel werden solche
Beziehungen explizit dargestellt und diskutiert.

8.1 Thermodynamische Differentiale

Wie friher diskutiert (siehe Kapitel 3) gentigen zwel unabhéngige intensive
Zustandsgrossen, um den thermodynamischen Zustand eines Systems zu
bestimmen. Alle ibrigen Zustandsgrossen kénnen als Funktionen dieser zwei
unabhéingigen Variablen ausgedriickt werden.

Vollstandige Differentiale von Zustandsgrossen sind exakte Differentiale; dies im
Gegensatz zu den differentialen von ,Nicht-Zustandsgrossen“ wie Warme oder
Arbeit, die keine exakten Differentiale darstellen.

Im folgenden sollen die mathematischen Eigenschaften der Differentiale von
Funktionen zweier Variablen kurz zusammengefasst werden.

8.1.1 Mathematische Grundregeln

Das vollstandige exakte Differential ist definiert als:

dz = oz dx + oz dy
ﬁxy ay),

Setzen wir fur die partiellen Differentiale die Funktionen M und N ein:

wobel M(X,y) = oz , N(x,y) = ot
O X y ay),
erhalten wir: dz=M -dx+ N -dy
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Wenn die Funktionen M und N stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung
beziiglich beider Variablen besitzen, ist fiir die gemischte Ableitung zweiter
Ordnung die Reihenfolge der Differentiation vertauschbar:

olfoz) | _offez
oY\ X y x|\ 2y ), ,
X
was gleichbedeutend ist mit:
(amj _(o”N]
ay ), O X y

Umgekehrt, wenn die obigen Gleichungen erfiillt sind, ist dies ein Beweis, dass
die Differentiale exakt sind. Im Sinne der Thermodynamik ist dann die Funktion
z(x,y) eine Zustandsfunktion.

Im Folgenden sind noch zwei weitere wichtige Beziehungen zwischen partiellen
Differentialen aufgelistet. Sie finden in spateren Abschnitten in diesem Kapitel

Anwendung.
ax)(ay) 4
oy ) \ox),
oy (dz) (Ix _
oz ) \ Ox y ay ),

Fir die Herleitung betrachten wir das System der drei Gréssen x,y,z, wovon
zwel als unabhéangige Variablen betrachtet werden konnen. Wir wahlen die
beiden Darstellungen:

x=X(Y,2) und y=Yy(X,2)

Die vollstandigen Differentiale dieser beiden Funktionen sind:

dx = (%j dy + (%j dz und dy = (gj dx + (@j dz
oy ), oz), X ), 0z ),

Aus den beiden obigen Gleichungen eliminieren wir dy:
1(&) (@j dx= (ij (@) (a_j a2
oy ),\ox/, oy ),\or), \aoz),
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Wir kénnen nun differentielle Veranderungen betrachten, bei denen entweder dx
oder dz = 0 ist. Das bedeutet, dass die beiden Koeffizienten (Ausdriicke in den
eckigen Klammern) von dx und dz = 0 sein miissen. Die oben genannten
Beziehungen folgen dann direkt aus dieser Bedingung.

8.1.2 Anwendung auf die Zustandsgleichung

Eine thermodynamische Zustandsgleichung p = p(v,T) ist ein typisches Beispiel
fir eine Funktion mit zwei unabhingigen Variablen. Ihr vollstdndiges

Differential lautet:
dp=|ZP) ar+| 2P| av
oT ). ov ).

Beziehen wir uns auf die tiblichen graphischen Darstellungen, erhalten die
partiellen Ableitungen die folgenden Bedeutungen:

(%) Steigung einer Isochoren in einem p-T Diagramm
(%} Steigung einer Isothermen in einem p-v Phasendiagramm
\'
N

Fig. 8.2 illustriert diese Ueberlegungen. Dabei sollen wir uns daran erinnern,
dass sowohl das p-T als auch das p-v-Diagramm Projektionen der dreidimen-
sionalen p-v-T-Flache auf die p-T resp. die p-v-Ebene darstellen.

Fig.8.2a zeigt das p-v-Diagramm. Darin ist ersichtlich, dass die Isothermen
uberall im Einphasengebiet eine negative Steigung aufweisen:

(@J <0 (im Einphasengebiet)
ov ).

Eine Ausnahme gilt fiir den kritischen Punkt, wo

(3]
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Fir Temperaturen unterhalb des kritischen Punktes durchqueren die
Isothermen das Zweiphasengebiet bei konstantem Druck. Es gilt dort:

7
(é,_\f)l =0 und P = Psaet (T)

Fig. 8.2b zeigt das zugehorige p-T-Diagramm. Die Steigung der Isochoren ist
uberall positiv und deren Kriimmung relativ klein.

(@] >0

ot ),

Entlang der Phasenidnderungslinie ist der Druck vom Volumen unabhingig. Die
Temperatur ist die einzige unabhangige Variable. Im p-T-Diagramm fallen
deshalb im Zweiphasengebiet alle Isochoren Zusammen. Deshalb ist auch die

Steigung der Isochoren im Zweiphasengebiet unabhingig vom Volumen und
entspricht der Steigung der Sattigungs-Dampfdruckkurve.

ap _(d_pj
oT . AT Jsue

o
=
=4
=3 p
o w»
g =
o O "
g3 (&
§ o] aT
g
2T
= o g
Sy Critical
= 5 oint
<% :
‘) 2
o =
K2 —
e Liquid
o _(2)
® dT /sat
.
(1]
8 .
=3 d Locus of saturation states
0a Triple
point
4 T
(a) (b)

Fig. 8.2: Ableitungen der Isothermen im p-v und der Isochoren im p-T-Diagramm. Kopiert
mit Erlaubnis des Autors
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8.2 Die Maxwell‘schen Gleichungen

In diesem Abschnitt werden wir Ausdriicke herleiten, die unter dem Namen
Maxwell’sche Beziehungen bekannt sind. Ferner werden wir auch den Begriff der
fundamentalen thermodynamischen Funktion (genannt auch thermodyna-
misches Potential) einfiihren.

Zuerst beschéaftigen wir uns mit den sogenannten exakten
Hauptdifferentialen. Zwei solcher Differentiale haben wir bereits als die sog.
T.ds-Gleichungen eingefiihrt:

du=T-ds—p-dv (8.2.1)

dh=T-ds+v-dp (8.2.2)

Des weiteren fiihren wir zwei neue Funktionen ein:
Die spezifische Gibb’sche Funktion (auch freie Enthalpie genannt):

(Definition) (8.2.3)

Die spezifische Helmholtz’sche Funktion (auch freie Energie genannt):
w=u-T:-5 (Definition) (8.2.4)

Anmerkung: die Gibb’sche Funktion (resp. freie Enthalpie) spielt eine wichtige
Rolle in der chemischen Thermodynamik. Sie beschreibt den nutzbaren Anteil
der chemischen Enthalpie z.B. in einem Verbrennungsprozess oder bei der
Wasserstoff-Oxydation in einer Brennstoffzelle.

Da sich die neu definierten Funktionen aus thermodynamischen Zustandsfunk-
tionen zusammensetzen, sind auch sie selbst wieder Zustandsfunktionen. IThre
Einheiten sind wie diejenigen von u und h Einheiten der spezifischen Energie
J/kg.

Aus den neu definierten Funktionen kénnen wir nun die entsprechenden exakten
Differentiale bilden:

dy=du-T-.ds—s-dT

und unter Verwendung von (8.2.1) erhalten wir:

dy =—p-dv—s-dT| (8.2.5)
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Analog verfahren wir fiir die Gibb’sche Funktion:
dg=dh-T -ds—s-dT

und unter Verwendung von (8.2.2)

ldg=v-dp—s-dT| (8.2.6)

Die vier Differentialgleichungen (8.2.1, 8.2.2, 8.2.5, 8.2.6) bilden die Basis fur
eine grosse Anzahl wichtiger Beziehungen zwischen thermodynamischen
Zustandsfunktionen. Jede von Thnen stellt ein exaktes Differential dar. Diesen
Differentialen liegen die folgenden Zustandsfunktionen zugrunde: u(s,v), h(s,p),

y(v,T) und g(T,p).

Nutzen wir zuerst die Darstellung u(s,v). Das vollstandige Differential lautet:

du:(ﬂj ds+(ﬂj dv
os ), 2

Durch den Vergleich mit (8.2.1) erhalten wir den direkten Bezug zu den
fundamentalen Gréssen T und p:

Tzﬂ , _pzﬂ
os ), oV ).

Aehnlich kénnen wir mit h = h(s,p) verfahren. Das vollstandige Differential

lautet:
dh = 5—h ds + ih dp
s 0 ap)

Ueber den Vergleich mit (8.2.2) erhalten wir Beziehungen zu T und v:

ah ah
T=|22] i ali
&, S

Analog kénnen wir mit den Funktionen y(v,T) und g(T,p) verfahren. Das liefert

die Beziehungen:
_p:(ﬂ_v’j N 4
oV ); ot ),
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v=|29 _s-[29
op) T ),

Da alle vier oben eingefiihrten Differentiale exakt sind, konnen wir die Regel
anwenden, dass die gemischten partiellen Ableitungen 2. Ordnung einander
gleich sind.

Ubertragen wir die allgemeine Darstellung dz =M -dx+ N -dy auf (8.2.1)
ubernimmt T die Rolle von M und —p die Rolle von N, deshalb:

(ﬂj _[2p (8.2.7)
oV ), os ),
Analog erhalten wir aus (8.3.2) mit T->M und v—N:
[ﬂ] [ﬂj 629
op), \Is )

Gleichermassen erhalten wir aus den Gleichungen (8.2.5) und (8.2.6) die

folgenden Ausdricke:
oT ), \ov ) (8.2.9)

ﬂ——ﬁ 8.2.10
oT)  \ap), (8:2.10)

Die vier Beziehungen (8.2.7) bis (8.2.10) nennt man die Maxwell’schen Bezie-
hungen. Die spezielle Bedeutung der Maxwell-Gleichungen liegt darin, dass auf
der linken Seite nur partielle Ableitungen zwischen den Gréssen (p,v,T) vor-
kommen, Grossen die also durch Messungen direkt bestimmt werden kénnen und
die tiber die p-V-T-Beziehung zugéanglich sind. Die Maxwell’schen Gleichungen
stellen Beziehungen her zu partiellen Ableitungen, in denen die Entropie vor-
kommt, also einer Grosse, die nicht direkt messbar ist.
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Weiter oben sind fir jede der Grossen T, p, v und s je zwei Beziehungen

angegeben. Wenn wir die entsprechenden rechten Seiten dieser Beziehungen

gleich setzen erhalten wir vier zusatzliche Gleichungen mit partiellen

Ableitungen:

Alle in diesem Abschnitt gemachten Herleitungen basieren auf den T.ds-

ﬂj {5_*‘] (8.2.11)

s ), s ),

@j :[5—] (6.2.12)

ov ), \ oV );

ihj :(ﬂ] (8.2.13)
p). \ap);

ﬁ—"”j =(@j (8.2.14)

ot ), "\oT),

Gleichungen (8.2.1) und (8.2.2), deren Bedeutung damit dokumentiert wird.
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8.3 Die thermodynamischen Potentiale und ihre Bedeutung

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff der fundamentalen thermodynami-
schen Funktion, auch thermodynamisches Potential genannt, erlautern.

Eine fundamentale Funktion liefert eine vollstdndige Beschreibung eines
thermodynamischen Zustandes. Der Begriff ,thermodynamisches Potential® wird
in Analogie zur potentiellen Energie verwendet, welche durch die Physik fir
konservative Kraftfelder (z.B. Masse im Gravitationsfeld, elektrische Ladung im
elektrostatischen Feld) definiert wurde. Eine Potentialfunktion ist eine Funktion,
deren Energiewert durch den Zustand allein festgelegt ist und nicht vom Weg
abhangt, wie dieser erreicht wurde.

Wir haben bisher vier solche thermodynamischen Potentiale definiert, welche
alle eine bestimmte Energieform beschreiben und durch zwei unabhéangige
Variablen bestimmt sind.

u=u(s,v)
h=h(s, p)
y=y(T.\v)
9=9(T.p)

Im Prinzip kénnen alle interessierenden thermodynamischen Gréssen aus einer
der fundamentalen Funktionen hergeleitet werden.

Betrachten wir als Beispiel die Helmholtz’sche Funktion W(T,v), welche durch die

unabhingigen Variablen T und v festgelegt wird. Druck und spezifische Entropie
erhalt man durch die frither dargestellten partiellen Ableitungen:

_p:(ﬁ_ﬂ o[
oV )r ot ),

Aus der Definition von ¥ folgt dann:
w=u-T-s - U=w+T:-s

Ist ¥ bestimmt, ist somit auch u festgelegt. Daraus folgen dann weitere Grossen
wie ¢y und h:

cvz[ﬂj h=u+p-v g=h-T-s
Vv
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Ahnlich kénnte man vorgehen, indem man mit der Gibb’schen Funktion g(T,p)
beginnt, die durch die unabhéngigen Variablen T und p festgelegt ist. Dasselbe
gilt auch fiir die Funktionen u(s,v) und h(s,p).

Im weiteren wollen wir das mathematische Prinzip untersuchen, nach dem die
fundamentalen thermodynamischen Funktionen (fundamentale thermodyna-
mische Potentiale) konstruiert sind. Jedes der oben diskutierten Potentiale ist
eine spezifische Darstellung der Energiefunktion, wobei eine oder mehrere
extensive Variablen durch andere intensive Variablen ersetzt wurden.

Diese Untersuchung fithrt uns zu einem tieferen Verstandnis uber die
gegenseitige Verknupfung dieser Potentiale. Im folgenden wird gezeigt, dass die
verschiedenen Potentiale durch sogenannte ,Legendre-Transformationen®
ineinander iibergefiihrt werden kénnen.

Y

Fig. 8.3: Einfache Funktion

Zur Herleitung des Prinzips der Legendre-Transformation betrachten wir eine
einfache Funktion mit nur einer Variablen (siehe Fig. 8.3):

Y =Y (X)
In jedem Punkt dieser Kurve ist eine Steigung definiert:

dy
K (X)=—
(="

Die Legendre-Transformation besteht nun darin, dass anstelle der Variablen x
die Ableitung der Funktion K(x) als neue unabhéngige Variable eingefiihrt wird.
Wir kombinieren also die beiden Funktionen:

_dy

Y =Y(X) und K rm
X

zu einer neuen Darstellung Y =Y (K)

LTNT - Laboratorium fiir 200
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

tidgendssische Technische Hochschule Ziirich
swiss Federal Institute of Technology Zurich Kap|te| 8

Die Zuordnung des Funktionswertes Y zur Variablen K beinhaltet dann implizit
folgenden Integrationsprozess:

dY =K (x') - dx’ N Y(x)=[K(xX)-dx'+C
0

Daraus ist ersichtlich, dass bei der Einfiihrung der Ableitung als neue Variable
Information verloren gegangen ist, namlich der Wert der Integrationskonstanten
C, welche nun bei der Ruckintegration beliebig eingefiihrt werden kann. Fig.8.4
zeigt, dass Y(K) eine ganze Kurvenschar darstellt, welche durch eine beliebige
Verschiebung der urspriinglichen Funktion in vertikaler Richtung zustande
kommt.

Diese Punkte haben dieselbe Steigung

1
I
I
I
I
|
I

X

Fig. 8.4: Kurvenschar Y(x), basierend auf der Funktion Y(K)

Damit die Funktion Y(K) eindeutig bestimmt ist, benotigen wir eine zuséatzliche
Information. Um dieses Problem zu losen, greifen wir auf den Dualismus von
,2Punktgeometrie” und ,Liniengeometrie” zuriick, wie er von Pluecker
beschrieben wird. Demnach kann jede beliebige Kurve dargestellt werden durch
eine unendliche Schar von Geraden, welche die Kurve in jedem Punkt tangential
bertiihren. (siehe Fig. 8.5)

Punkte Tangentiallinie

X

Fig. 8.5 Darstellung einer Kurve durch ihre Tangentenschar

Jede dieser Tangenten kann nun z.B. eindeutig definiert werden durch deren
Schnittpunkt mit der y-Achse und ihre Steigung K.
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Wir definieren nun eine neue Funktion ®(K), welche diesen Schnittpunkt mit der
y-Achse beschreibt. Sie liefert die zusatzliche Information, welche den
Absolutwert der Funktion Y(x) eindeutig festlegt. Die neu definierte Funktion
®(K) enthalt also wieder die gesamte Information.

(X.Y) Tangente
(0,0) X

Fig. 8.6: Prinzip der Definition der Funktion &(K)
Das Prinzip dieses Vorgehens ist in Fig. 8.6 illustriert. Die Tangente durch den
Punkt (X,Y) besitzt eine Steigung K und hat den Schnittpunkt ®(K) mit der y-

Achse. Einfache geometrische Uberlegungen ergeben dann die folgenden
Beziehungen:

K=Y;q) oder O=Y-K-X

Wir haben jetzt also die folgenden drei Beziehungen zur Verfiigung:

Y =Y(X)

k=d¥

dx
D=Y-K-X

Die Funktion Y(X) und deren Ableitung sind natiirlich urspriinglich definiert.
Mit Hilfe von diesem Gleichungssystem konnen wir jetzt X und Y eliminieren
und erhalten die neue Funktion ®(K), welche die gleiche vollstidndige
Information enthélt, wie die urspriingliche Funktion Y(X). @(K) ist die
Legendre’sche Transformation der Funktion Y(X).

Wir kénnen nun zeigen, dass die thermodynamischen Potentiale h(s,p), g(T,p)
und W(T,v) nichts anderes sind als verschiedene Legendre’sche Transformationen
der inneren Energie u(s,v).
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a) Spezifische Enthalpie

Y =u(s,V)
X=V

av S
®(K)=Y -K-X=u—(-p)-v=u+p-v=h
u und v kénnen eliminiert werden und wir erhalten h(s,p)
b) Helmholtz-Potential oder freie Energie

Y =u(s,V)
X=S§

(2] -
0s ),
D(K)=Y -K-X=u—(T)-s=¥
In diesem Fall konnen wir u und s eliminieren und erhalten W(T,v)
c) Gibb’sche Funktion oder freie Enthalpie

In diesem Fall ersetzen wir die beiden unabhéngigen Variablen s und v

gleichzeitig durch die entsprechenden Ableitungen. Das analoge Vorgehen liefert
uns:

D(K)=Y -K;-X =K, -X=u—(T)-s=(-p)-v=h-T-s=g
Nach der Elimination von u, s und v erhalten wir g(T,p)

Welche dieser hier angegebenen Formen der Energiefunktion schliesslich am
sinnvollsten verwendet wird, hdngt von der Art der vorhandenen Daten ab aber
auch von der Art des betrachteten Prozesses (z.B. Verwendung von g fiir
Verbrennungsprozesse).
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8.4 Die Clausius-Clapeyron-Gleichung

In diesem Abschnitt wollen wir Prozesse mit Phasendnderungen untersuchen
und dabei Beziehungen fiir die Anderung der spezifischen Enthalpie, inneren
Energie und Entropie herleiten. Insbesondere werden wir die Clapeyron-
Gleichung herleiten, welche eine Beziehung herstellt zwischen der
Enthalpieéinderung bei einem Phaseniibergang und den p-v-T-Daten. Diese
Beziehung kann schliesslich fiir alle isothermen Phasendnderungen
(Verdampfen, Schmelzen, Sublimation) angewendet werden. Allgemein zeigt
dieser Abschnitt, wie man Werte fiir As, Au und Ah fiir Phasentiibergéange aus p-v-
T-Daten (Tabellen) ermitteln kann.

Die Entropiednderung kann tber die die Maxwellsche Gleichung (8.2.9) aus

p-v-T-Daten ermittelt werden:
as| _[ap
ov ). aT ),

Bei einem Phasentiibergang bei konstanter Temperatur ist der Druck vom
Volumen unabhéngig. Die Ableitung des Druckes nach der Temperatur bezieht
sich deshalb auf einen beliebigen Punkt im Zweiphasengebiet (d.h. sie ist fiir den
ganzen isothermen Phasentibergang konstant):

[@J _ (d_p]

ot v dT Saet

Die obige Maxwellgleichung schreibt sich deshalb fiir das Zweiphasengebiet:
(ﬁ} _ [d_p]
2l T dT Saet

Wegen der Konstanz von Druck und Temperatur werden die partiellen zu
vollstandigen Differentialen und die obige Gleichung kann umgeschrieben

werden zu:
ds= [d_pj -dv
dT Saet

Die Integration dieser Gleichung zwischen den beiden Phasengrenzen ergibt:

d
(g
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Durch die zweite T.ds-Gleichung kann nun eine Beziehung zwischen der
Entropiedifferenz und der Enthalpiedifferenz hergestellt werden:

dh=T-ds+v-dp
=0

wobei der zweite Term wegen dem konstanten Druck wegfallt: Die Integration
zwischen den Phasengrenzen bei konstanter Temperatur ergibt:

hy —h,
T

Wenn wir dieses Resultat in der obigen Beziehung s(v) einsetzen, erhalten wir

die Clapeyron-Gleichung:
(&)
dT Jsper  TlVg — V¢

Den gemachten Voraussetzungen nach ist diese Gleichung nicht nur fiir den
Phasentuibergang flissig (f) — gasformig (g) giiltig, sondern fir jeden beliebigen
isothermen/isobaren Phasentiibergang wie auch Schmelzen oder Sublimation. Wir
schreiben deshalb verallgemeinert fiir einen Prozess zwischen zwei beliebigen

Phasengrenzen ‘ und “
(d_pj B hry _ h!
dT Saet T(V” _V')
dp

(—j ist die Steigung der entsprechenden Sattigungskurve (im p-T-
Saet

Diagramm). Diese Steigung ist gewohnlich positiv. Es gibt aber auch
Ausnahmen, wie z:B. Eis (und einige andere Substanzen), dessen spezifisches
Volumen beim Schmelzen bekanntlich abnimmt:

Eis: h"—h'>0,v"-v'<0

Nachdem wir nun eine Beziehung zwischen der Enthalpieinderung und p-v-T-
Daten hergestellt haben kann auch die entsprechende Anderung der inneren
Energie fiir den Phasentiibergang bestimmt werden aus der Definition: (h=u+ pv

)

Ug—uy =hy —hy - p(vg —vf)

Im folgenden betrachten wir noch eine Naherungsform der Clapeyron-Gleichung,
welche bei den folgenden Annahmen giiltig ist: Das Flissigvolumen ist
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gegeniiber der Dampfphase vernachlassigbar und fiir die Dampfphase gilt die
Zustandsgleichung fur ideale Gase, d.h.

Vi <<V Vg =—

Damit kann in der Clapeyron-Gleichung das Volumen vrweggelassen werden und
vg ersetzt man durch die ideale Gasgleichung. Als Resultat erhélt man die
Clausius-Clapeyron-Gleichung:

(d_P) _ Mg he
dT Saet R~T2/p

Nach Multiplikation mit 1/ p kann diese Gleichung umgeschrieben werden zu:

(Mj g =he

dT R.-T?

Die Integration der obigen Gleichung ergibt die Dampfdruckkurve basierend auf
der Verdampfungsenthalpie und einem Referenzpunkt (Integrationskonstante)
fir den Druck

pp,0=pp(To):

Mg f1 1
R (T T,

pD(T): Ppo-€

Es ist zu beachten, dass diese Gleichung aufgrund der getroffenen Annahmen
nur noch fir Verdampfungsvorgiange gultig ist.

8.5 Beziehungen fiir einphasige Bereiche

Die Clapeyron-Gleichung liefert uns Beziehungen fiir As, Au und Ah bei
Phasentiibergéingen. In diesem Abschnitt werden wir die entsprechenden
Beziehungen fiir den einphasigen Bereich herleiten.

Als Grundlage dazu bendétigen wir neben den p-v-T-Daten (die wir aus Tabellen
oder Diagrammen beziehen) zusétzliche Werte fiir ¢, oder ¢y. Da im einphasigen
Gebiet Isobaren und Isothermen nicht mehr zusammenfallen, miissen jeweilen
zwel Zustandsgrossen in die Beschreibung miteinbezogen werden. Zweckméssige
Paare von Zustandsgrossen sind entweder (T,v) oder (T,p). Im folgenden werden
beide Varianten angewendet.
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T und v als unabhdngige Variablen

Beginnen wir mit der Entropie s = s(v,T) und bilden das vollstindige Differential:

ds = as dT + s dv (8.5.1)
aT ), ov );

Die zweite partielle Ableitung kann durch die Maxwell’sche Gleichung ersetzt

werden:
as) _(2p
N ) aT ),

und erhalten somit:

ds [ﬁJ dT +(@] dv (8.5.2)
oT oT
\ Vv
Ebenso stellen wir das vollstdndige Differential fiir die innere Energie u = u(T,v)
auf:
du= Y| ar+| Y] av (8.5.3)
aT ), ov );
=C

Die erste partielle Ableitung kann durch die spezifische Warme (Definition)
ersetzt werden:

du =c,dT {@J dv (8.5.4)
ov ).

Im weiteren konnen wir das Differential du (linke Seite von 8.5.4) durch die T-ds-
Gleichung ersetzen:

du=T-ds—p-dv (8.5.5)

Kombinieren wir die rechte Seite von (8.5.4) mit der rechten Seite von (8.5.5) und
ersetzen gleichzeitig ds geméss (8.5.2) erhalten wir:

HQJ +p_T[@J }dV:{T[ﬁJ —cv}dT (8.5.6)
ov ). oT ), oT),
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T und v sind die beiden unabhéingigen Variablen. Wir kénnen nun Prozesses
anschauen beil denen v = konst, dv =0 und dT # 0 oder aber T = konst, dT = 0 und
dv # 0 ist. Aus dieser Ueberlegung folgt, dass die beiden Faktoren vor dv und dT
jeweilen fiir sich 0 sein miissen:

dv=0 BN (ﬁj S (8.5.7)
o )T
dT =0 N Ul /2P|y (859
ov). o7,
Die Kombination von (8.5.2) mit (8.5.7) ergibt fir ds:
ds =S q7+[ 2P gy (8.5.9)
T oT ),

Analog erhalten wir fiir du durch Kombination von (8.5.4) mit (8.5.8)

du=c,-dT+|T-| 22| —p|-av (8.5.10)
oT ),

Die beiden Differentiale ds und du in den Gleichungen (8.5.9) und (8.5.10) sind
hier allein durch die Variablen p, v, T und ¢y ausgedriickt. Die darin enthaltenen
partiellen Ableitungen konnen analytisch berechnet werden, wenn eine
entsprechende p-v-T-Beziehung (z.B. ideale Gasgleichung, Van der Waals-
Gleichung etc.) benutzt wird.

Sind die entsprechenden analytischen Funktionen vorhanden, konnen auch die
endlichen Anderungen As und Au berechnet werden, die einer Differenz zwischen
zwei Zustdnden 1 und 2 entsprechen. Wir erhalten diese Anderungen durch die
Integration der Gleichungen (8.5.9) und (8.5.10):

2_V ap
{T { (é’T Jvdv (8.5.11)
U, —u, _fc aT +j{ (g_r_)j - p}dv (8.5.12)

Wie diese Integration von 1 nach 2 zu verstehen ist, wollen wir am Beispiel der
Gleichung (8.5.12) genauer untersuchen. Da u eine Zustandsfunktion ist, kann
die Differenz us -—u; tiber einen beliebigen Integrationsweg berechnet werden.
Definitionsgemaéss ist ¢y die spezifische Warme bei konstantem Volumen, d.h. wir
miissen die Integration der Temperaturianderung entlang einer Isochoren
ausfiilhren. Wir wiahlen deshalb einen Integrationsweg 1-x-y-2 geméass Fig. 8.7.
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Fig. 8.7: Integrationsweg fiir Gleichung (8.6.12)

Entlang den Wegstiicken 1-x und y-2 ist dT = 0 und dv # 0, fir das Wegstiick x-y
gilt dT # 0 und dv = 0. Daraus resultiert die detaillierte Darstellung des Integrals
(8.5.12):

2 2 Ty Vx Vz
uz—ulzjcvdTJro@ —pdv:jcvdT+jT@ —pdv+jT@ —p|dv
1 1 é,T v T, A é’T v v, é’T v

Die Integration tber die Volumendnderung hingt von der folgenden partiellen

Ableitung ab:
ap
oT ),

Legen wir unserem System das Verhalten des idealen Gases zu Grunde, d.h.
p-v=R-T, kénnen wir diese Ableitung leicht berechnen:

ap)| _R
o”TVv

Damit wird die tiber dv zu integrierende Funktion (Ausdruck in eckiger

Klammer):
ap R
T'_ - :T'—— = — :O
[ (ﬁTJV p} v P=P=P

Wie friither schon diskutiert, zeigt dieses Resultat, dass fiir ideale Gase die
spezifische innere Energie unabhéngig vom Volumen ist und nur von der
Temperatur abhangt.
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T und p als unabhdngige Variablen

Fir die Darstellung in Funktion der unabhéingigen Variablen T und p beginnen
wir diesmal mit den vollstdndigen Differentialen fiir ds und dh:

ds:(ﬁj dT + [é) -dp dh=£@] dT + [@J -dp
T ), op ), oT ), op ),

Durch analoges Vorgehen wie im letzten Abschnitt (Verwendung einer Maxwell-
Beziehung und einer T.ds-Gleichung) finden wir:

(ﬁ) _%
o) T

und kénnen schliesslich As und Ah in Funktion von ¢, und den p-v-T-Daten
darstellen:

2¢C 2 ov

s, -5, =[—dT —[| =— d 8.5.13

275 {T {(é’TJp p ( )
2 2

hy —hy = Je,dT +J|v—T| ZX | ldp (8.5.14)
1 1 ot ),

Die hier auftretende partielle Ableitung kann wiederum aus einer analytischen
Darstellung der p-v-T-Beziehung rechnerisch ermittelt werden. Die analoge
Uberlegung fiir die eckige Klammer wie im letzten Abschnitt zeigt, dass diese fir
ein ideales Gas wiederum verschwindet und wir finden die bekannte Darstellung
fir Ah in Funktion von ¢, allein.

8.6 Weitere niitzliche thermodynamische Beziehungen

Im folgenden werden weitere Beziehungen eingefiihrt, die fiir die thermody-
namische Analyse niitzlich sind. Alle hier neu eingefithrten Gréssen haben
gemeinsam, dass sie durch partielle Ableitungen anderer thermodynamischer
Grossen dargestellt werden.
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8.6.1 Kompressibilitat

Beginnen wir mit dem spezifischen Volumen, welches man als Funktion von (p,T)
betrachtet kann. Das vollstandige Differential lautet dann:

dv:(ﬂj dT +(ﬂj dp
T ), op J;

Daraus konnen wir zwei wichtige thermodynamische Grossen ableiten, ndmlich:

thermischer Ausdehnungkoeffizient

ﬂ=$(%jp k]

Isotherme Kompressibilitdt

(2] fear

v

Interessant ist auch die isentrope (resp. adiabatische) Kompressibilitat, wie sie
z.B. in einer Schallwelle eine wichtige Rolle spielt. Wir definieren deshalb die

Isentrope Kompressibilitdt

et

\Y

Schallgeschwindigkeit

Da die Schallgeschwindigkeit experimentell leicht bestimmt werden kann, dient
sie zur indirekten Messung von o

8.6.2 Joule Thomson Effekt

Beim Joule-Thomson Versuch lasst man ein Gas von einem Zustand Ti, p1 durch
eine porése Membran auf einen Zustand Ts, p2 expandieren. Der entsprechende
experimentelle Aufbau ist in Fig. 8.8a dargestellt. Der Prozess l4uft adiabatisch,
d.h. ohne Warmeaustausch mit der Umgebung ab. Bei diesem Vorgang handelt
es sich um einen Drosselprozess, bei dem weder Warme noch Arbeit ausgetauscht
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werden und deshalb bleibt (nach dem 1. Hauptsatz fiir offene Systeme) die
spezifische Enthalpie h erhalten (h: = hg). Uns interessiert bei diesem Versuch
speziell, wie sich die Temperatur bei dieser Druckabsenkung dndert. Dieses
Verhalten wird durch die partielle Ableitung der Temperatur nach dem Druck
bei konstanter Enthalpie beschrieben:

Inversion state

Inlet

Inversion
state

9661 “A°N ‘A3[1p ‘sorreulpowtisyy,

SuueauSuy jo sjruswepun, ‘oxdeyg 2 URION SNy L°L PIE

Inversion
Inl
state nlet state

(T4, p1)
Critical __ (9T
/’_;t\Nap )ﬁ
Vapor ¢
Liquid

Triple :
/ point  Solid

(a) (b) P

egl'L

Fig.8.8:a  Apparatur fiir den Joule-Thomson Versuch, b: Kurven
konstanter Enthalpie im T-p Diagramm

Joule - Thomson Koeffizient

Hy :(z_Tth [%a]

Wir verwenden nun eine Grundregel fiir die Partiellen Ableitungen von drei
untereinander verkniipften Grossen

SaE)

%/_/ H_/
Hj c

p
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Daraus lasst sich eine Beziehung zwischen dem der spezifischen Warme cp und
dem Joule Thomson-Koeffizient herleiten:

-1 1 (ﬁh]

Cp = = - —

" ap Hi\OP )y
"\ oh ),

Bereits fiir die Herleitung von Gleichung (8.5.14) wurde die folgende Beziehung

verwendet:
o)y gfov
op ). ot ),

cp kann somit durch y; und p-v-T-Daten bestimmt werden:

S (ﬂ_j T
H,y 2 p

Der Koeffizient pj kann durch die Apparatur geméss Fig. 8.8a experimentell
bestimmt werden. Fithren wir den Versuch fiir sehr viele Anfangs- und
Endzustiande durch konnen wir schliesslich die Kurven konstanter Enthalpie
(Isenthalpen) im p-T-Diagramm konstruieren. (siehe Fig. 8.8b). Der Joule-
Thomson-Koeffizient ist durch die Steigung dieser Kurven dargestellt.
Gemass unserer taglichen Erfahrung sinkt die Temperatur eines Gases, wenn
der Druck in einer Drossel abgesenkt wird. Dieser Effekt wird technisch
ausgenutzt bei der Verfliissigung von Gasen. Fig. 8.8b zeigt aber auch, dass es
Bereiche gibt, in denen der Joule-Thomson-Koeffizient negativ ist, d.h. die
Temperatur sinkt bei einer Druckerh6hung. Die Bereiche mit positiver und
negativer Steigung werden durch den sogenannten Inversionspunkt getrennt, wo
die Kurventangente horizontal verlauft (u; = 0).

8.7 Bestimmung von Tabellenwerten durch Integration,
Verwendung von p-v-T-Daten und spezifischen Warmen

In den vorhergehenden Abschnitten wurden alle notwendigen Beziehungen
hergeleitet, um Differenzen der Potentiale s, u und h sowohl im Zweiphasenge-
biet als auch im Einphasengebiet zu bestimmen. Diese Beziehungen kénnen wir
nun benutzen, um Werte dieser Potentiale fiir einen beliebigen Zustand in Bezug
auf einen frei wiahlbaren Referenzzustand zu ermitteln. Das mathematische
Vorgehen kann als Integration des vollstidndigen Differentials des entspre-
chenden Potentials vom Referenzpunkt zum gewilinschten Zustand X bezeichnet
werden.
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X
u(X) —u, = [du
0

Der frei wahlbare Referenzwert uo wird tiblicherweise = 0 gesetzt.

Grundsétzlich konnen alle Tabellen von Interesse fiir alle thermodynamisch
moglichen Zustiande aus den folgenden Beziehungen hergeleitet werden:

p=p(v.T) resp. v=v(pT)

wobei die Grosse cp,o die nach dem Druck Null extrapolierte Warmekapazitat bei
konstantem Druck darstellt. Wie dabei vorzugehen ist, wird anhand von Fig. 8.9

erlautert. Diese Figur stellt das T-v-Diagramm eines Stoffes inkl. dessen
Zweiphasengebiet dar.

@ |sobar—

o reduced pressure
33 pRr low enough
Sz for the ideal gas
=8 model to be
g = T .
=5 appropriate
&) 75
z 8
-

ET']

Fig.8.9: T-v-Diagramm zur Illustration der Integrationswege.
Kopiert mit Erlaubnis des Autors.

In der Fig. 8.9 sind 8 Punkte bezeichnet, die so ausgewédhlt wurden, dass wenn
diese Punkte durch einen Integrationsweg erreicht werden kénnen, auch jeder
beliebige weitere Punkt im T-v-Diagramm durch analoges Vorgehen erreicht
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werden kann. Wir betrachten zwei Isothermen a und b. Deren Schnittpunkte mit
den Phasengrenzen definieren 4 Punkte (1, 2, 7 und 8). Ferner betrachten wir
zwel Isobaren im Einphasengebiet, die eine bei einem beliebigen Druck, die
zweite bel einem Druck, der klein genug ist, dass sich das Gas wie ein ideales
Gas verhalt. Die Schnittpunkte der zwei Isobaren mit den zwei Isothermen
definieren die ubrigen 4 Punkte (3 und 6 resp. 4 und 5).

Wir wollen nun zeigen, wie allen diesen Punkten Werte fiir s und h zugeordnet
werden konnen, u ist dann tiber die Beziehung u=h- p-v automatisch definiert.

Wir beginnen beim Punkt 1 und betrachten zuerst die Punkte auf der
zugehorigen Isothermen a. Die Wahl des Zustandes 1 kann willkiirlich erfolgen.
Wir definieren s1 = h; = 0. Die Bestimmung von h im Punkt 2 erfolgt iber die
Clapeyron-Gleichung:

d
hz _hl :Ta '(Vz _Vl)'(d_-?j
Saet

Diese Gleichung gilt fiir jeden beliebigen Punkt 2 auf der Isothermen a im
Zweiphasengebiet. Die Entropie bestimmen wir durch Integration der T-ds-
Gleichung (dp = 0, da im Zweiphasengebiet Isotherme = Isobare):

dh=T-ds+v-dp sz_slth_hl

= Ta

Um vom Punkt 2 an der Phasengrenze zum Punkt 3 im Einphasengebiet (auf
der selben Isotherme a) zu gelangen, konnen wir die Gleichungen (8.5.13) fur ds
und (8.5.14) fir dh benutzen. Diese lauten fiir isotherme Prozesse (dT = 0):

P3 oV
S, —S, :_J(ﬁ_T dp
p

P2

P3 aU
h—h, = {V—Ta-[—J ]-dp
Il o)

Um nun vom Punkt 3, der auf der Isothermen a bei einem beliebigen Druck im
Einphasengebiet gewahlt werden kann, auf der Isobaren zu einem Punkt 6 bei
einer beliebig wahlbaren Temperatur Ty zu gelangen, wihlen wir folgendes
Vorgehen: Wir gehen auf der Isothermen a weiter bis zu einem Punkt 4, bei dem
der Druck tief genug ist, dass fiir diesen Zustand die Annahme des Verhaltens
idealer Gas giltig ist. Fur diesen Prozess sind die selben Gleichungen giiltig wie
fir den Prozess 2 — 3. Der isobare Prozess von T, nach T} erfolgt nun bei diesem
tiefen Druck zu einem Punkt 5. (Bei einem direkten Uebergang 3 — 6 miisste
das nicht ideale Verhalten des Gases mitberiicksichtigt werden.) Die
Bestimmung von s und h erfolgt wiederum nach den Gleichungen (8.5.13) und

LTNT - Laboratorium fiir 215
Thermodynamik in neuen Technologien
Prof. Dr. D. Poulikakos



ETH

tidgendssische Technische Hochschule Ziirich
swiss Federal Institute of Technology Zurich Kap|te| 8

(8.5.14) jetzt fir den isobaren Fall (dp = 0) wobei wir jetzt fir ¢, den auf den
Druck Null extrapolierten Wert cp0 einsetzen konnen. Die entsprechenden
Gleichungen lauten:
S5 =S4 = _ch 0 a
T, 0T

4

Ts
h5 - h4 = ICD,OdT
T,

Vom Punkt 5 gelangen wir zum Punkt 6 iiber den analogen isothermen Prozess
(T =Tp) wie 2 — 3. Dies ist auch giiltig fiir den Bereich zwischen dem Punkt 6
und dem Punkt 7. Fir den Bereich des Zweiphasengebietes zwischen Punkt 7
und Punkt 8 gilt dann wieder die Clapeyron-Gleichung.

Damit sind wir nun in der Lage fir jeden beliebigen Punkt im T-v-Diagramm die
Werte fir u, h und s zu berechnen, d.h. wir kénnen alle gewiinschten Tabellen
berechnen oder auch ein h-s-Diagramm konstruieren.
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